
一己‥．′もコ三  田本オペレーションズ。リサーチ学会  

2①◎均卑啓寧研究発褒会  

ラミ折口磁概観絢馨持習単調悶関数最小化閻魔  

大阪大学 ＊坂下癖里芋 SA丑（ASⅢImMar批0  

01¢05g膚4 大阪大学  牧野稲久  MAⅨINOⅨa肌血五sa  

0且502254 京都宍寧  磁蕊偲   

且 序論   

ⅤをIVl＝乃である有限の集合とする．Ⅴの部分集  
合族ア⊆2Vは，任意の集合∬，y∈アに対して，  

∬ny＝吼ズ⊆γいガ⊇y  

のいずれかが成立するとき，ラミナー（1aminar）族と呼  

ばれる．本研究では，ラミナ一族ア⊆2V，ラミナ一族  

ア上の要求関数d：ア→風車 コストを表す単調凹関数  

ダ：R‡→R＋が与えられたとき，以下に記述されるラ  

ミナー被顧制約を持つ凹関数最小化問題を扱う．   

（P） Minimize F（x）  

Subjectto x（X）≧d（X）（X∈F）  

エ（γ）≧0   （γ∈Ⅴ）  

ただし，凪＋は非負実数の集合，ご（ズ）＝∑り∈ズ巾）と  

する．   

この間題（p）に対しては，会社などの組絨の階層構  

造がラミナ一族によって表現できることから分かるよ  

うに．様々な応用が考えられる．また，一見するとラミ  

ナー構造を持たない問題でも問題（p）として定式化可  

能なものがある．例えば，需要国が一定である無向ネッ  

トワークにおけるフローに基づく施設配置問題【1，5，6】，  

枝連結鹿増大問題【2，4】が挙げられる・   

本研究ではコスト関数ダが一般の単調凹関数である  

場合に加えて，以下のように記述できる場合について考  

察する．  

賞（∬）＝ ∑ムズ（ェ【△抑   （1）  

ズ∈プ■  

蔦（∬）＝ ∑ん匝（勅  （2）  

リ∈V  

為（∬）＝ ∑（αu巾）＋わu）・（3）  
γ∈V＝〇（り）＞0  

完芸立論詣姦，㌔謎盲蒜夢先恕望  
んは1変数の非負単調凹関数．αv，むuは非負定数とす  
る．定義から明らかに．nの特殊形が蔦であり，さら  
に蔦の特殊形が為である．  

2 番論究菅◎成果   

ダのオラクルとは，任意の∬∈R‡に対して，その  
関数値ダ（ェ）を出力するものであり，ダがオラクルで与  

えられるかどうかに関わらず，∬∈Rrからダ（∬）を得  

るための計算量を0（曾）とする．  

定理1．コスト関数ダが式（1）で与えられるとき，問題  

（p）は0（乃29）時間で解くことができる・  口  

『屯J』IS正ⅠⅠ（GⅡSa七0町Ⅶ   

定理2．コスト関数ダが式（2）で記述できる場合でもダ  
がオラクルとして与えられるならば，問題（P）を解く  
ためにn（れ29）時間必要である．  口   

走理1，2から式（1）で記述されるコスト関数ダがオ  
ラクルで与えられるときは，定理1に示されるアルゴリ  
ズムが最適となる．   

また，定理1と【3，4】の結果を用いることにより，序  
論で述べた施設配置問題，枝連庸鹿増大問題も効率的に  
解ける．  

系瑠．需要量が一様である無向ネットワーク〟のフロー  

に基づく施設配置問題は，コスト関数が式（1）で表され  
るとき，0（mm＋れ2（9＋logTl））時間で解ける・ただし，  
m，mはそれぞれ〟の点数と枝数を示す．  □  

系2．要求量が一様である無向ネットワーク〟の枝連  

結慶増大問題は，コスト関数が式（1）で表されるとき，  
0（mm＋m2（9＋log乃））時間で解ける．  ロ   

グが式（3）で与えられるときには，以下のように高速  

に解ける．  

定型3．ダが式（3）で表されるとき，問題（p）は  
0（mlog2れ）時間で解くことができる．またダがオラク  
ルとして与えられる場合でも，0（れ（log2m＋q））時間で  
解くことができる．  □   

さらに，目的関数ダが一般の単調凹関数のときは．次  
の否定的な結果を得る．  

定理4．目的関数ダが一般の単調凹関数のとき，  

（Ⅰ）ダがオラクルとして与えられるとき，問題（p）を   

解くためにはn（2号9）時間必要である．  

（ⅠⅠ）ダが明示的に与えられるときでも，問題（p）はNP  

困難である．  □   

以下，まとめた結果を表1に示す．  

表1：本研究で得られた成果  

凡   薫   薫   一般   

明示的  0（m29）  0（m29）  0（mlog2れ）  NP困難   

オラクル  ㊤（几2q）  0（几29）  0（m（log2乃＋9））  n（2号9）  

本論文では，頁数制限のため，定理1の暗証のみを  
記す．  

3 定理瑠の略記   

ラミナ一族アは，その構造から木表現r＝（町A）を  
持つ．ただし，点集合Ⅳはズi∈アに対応する点びiと  
根となる点叫。から成り，枝集合Aは以下の（i）（ii）の  
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枝から成る．  

（i）（叫〃叫）∈A‥ズi⊆ろ，かつ，ズi⊆y⊆ろである  

y∈アが存在しないとき  
（ii）（叫，叫。）∈A‥ズiがアにおいて極大集合のとき  

この木表現rに基づき、集合ズi∈ アに対して  

β（ズi）＝（ろl（ぴj，叫）・∈A）をズiの子集合族と  
呼ぶ．また，関数d：ア→ Rに対して，差分△d  

を△d（ズ）＝d（ズト∑y。5（ズ）d（y）により定義する・  

Ⅳ＊＝（叫l弟∈ア）に対して，ア＝（旦，…，凡）⊆  

21γ●は，次を満たすとき．Ⅳ＊のパス分割と呼ばれる．  

・∪た1月＝Ⅳ＊，かつ，壱≠jならば彗∩ろ≠臥  
・各ろがT＝昨A）上の有向パスwj。→…→叫「ゴ   

であり，△ろ。≠臥   

このとき，次のような構造的性質を持つ最適解が存在  
することが分かる．  

補選1．Fが式（1）のように分離可能なとき，Ⅳ＊のパ  

ス分割ア＝（汽，…，島）（り∈△ろ。）に基づく次のよ  

うな最適解・ご＊が存在する．  

〈こ：…‡ゝ〈   ムズ（か、′妄vァγ（0）〉，  αズ（た）＝min  

芸珂5） l′∈5（ズ）  
）  〈  

αy（た＋1）＋  min  
y∈5（ズ  

板（た）は・（諷X（た）＝ムズ（z吉）＋∑y。5（ズ）αy（0）肇らば  
γ・αズ（た）＝αy（た＋1）＋∑z。ぶ（ズ）：Z≠yαz（0）ならば  
βy（た＋1）となる・   

木表現rの薫から根に向かい，各αズ，βズを順次計  
算し，最適解を求めるアルゴリズムを以下に示す．  

アルゴリズムDP  
O・更（＝（舟，A））：＝r・  

1．Ⅳ≠（ひi。）である限り，テの葉wを一つ選んで，  
（1－Ⅰ）対応するズ∈アのαズ，板を式（4），（5）に基づ  

き計算する．  

（1二Ⅱ）舟：＝卸－（可■  

2・て‥＝r，∬＊（可‥＝0（γ∈り・  

3．Ⅳ≠（叫。）である限り，テ上のy∈5（ズi。）を一つ   
選ぶ（βy（0）∈△ろ。，叫。→叫1→…→叫什1（＝   

叫。）はテ上の有向パスとする）・  

（3－Ⅰ）巧βy（0））：＝∑；＝。△d（ろ‘）・  
（3－Ⅱ）テからこの有向パスを除去し，更新する・  

ご・・丁＝ 

〈  

∑叫巧△d（ズi）（f＝り，j＝1，…，た）  

0  （t∈Ⅴ－（りり＝1 ，…，たぃ・  

□   

以下では，補題1に示される構造的性質を持つ最適解  
を求めるアルゴリズムを構成する．   

任意のズ ∈アに対して．対応するぴ ∈ Ⅵ′から  
根wi。までの有向パスを叫。（＝W），Wjl，…，叫h（ズ）＿l，  

ひ九（ズ，（＝叫。）とする・このズ∈アと整数た叩≦た≦  
九（ズ）－1）に対して，以下のように定義される問題を考  
える．ただし，ん（ズ）は木表現rにおけるwの深さを  
示す．  

（P′）Minimize ∑ fAY（x［△Y］）  

4．〇＊を出力し，終了する．   

詳しい証明は省略するが，補題1より，このアルゴリ  
ズムは，コスト関数Fが式（1）で与えられるとき，問題  
（P）の最適解を0（乃29）時間で求めることが分かる・   
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y∈ア：y⊂ズ  

subjectto x（X）≧d（X）＋∑△d（Xji）  
i＝1  

〇（y）≧d（y）（y∈ア，y⊆ズ）  

エ（γ）≧0   （γ∈Ⅴ）   

捕虜1より，問題（P′）が（ひilズi∈ア，ズi⊆ズ）の  

パス分割アとそれに基づく最適解を持つことが分かる．  

ズ∈アとた＝0，…，九（耳ト1に対して，αズ（た）は（P′）  

の最適値，飯（た）は補題1中の点wを含む集合ろ∈ア  
に対するり∈△ろ。を与える・以下ではこの叱，板  
の計算法を考える．   

rの葉，すなわち極小なズ∈アにおいては，  

（α刷β刷＝（離（かarg離（z申  
となる．ただし，Z雲（り＝∑た。△d（ズブi川＝γ），0（それ  
以外）である．また，argminv∈Xfx（z吉）とはfx（z吉．）＝  
minu∈ズた（z吾）となるような㌦∈ズのことである・   

極小でないズ∈アについては，補題1より  
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