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且 低臆めに   

オプションの公正価格を求める要求は大きいが、アメ  

リカンオプションは解析が難しく、これまで適当な方法  

が知られていなかった。Rogersは、マルチンゲールを  

変数とする一穐のmin－maX問題として解く斬新な手法  

を提案したが、彼の手法を適用するには適切なマルチン  

ゲール過程を稗成する必要があり、これは一般的に摩し  

い。本論では靡散化モデルにおいて、原資産のマルチン  

ゲール変換で与えられるマルチンゲールに制限した上  

で、1、2時点先が最適となるマルチンゲールを逐次的  

に生成することにより、価格の良い上限を求める方法を  

提案する。これは、精度の良い解を少ない計雰時間で求  

めるだけでなく、オプションヘッジという観点からも意  

味のある価格付けをすることが数値的に確かめられる。  

望 凪¢g即Sによる止限評価   

確率空間を（∩，ア，P）とする。フィルトレーション（ろ）  

を、リスク中立測度Pの下での擦準ブラウン遅効（勒）  

を用い、α（l仇：β≦りを完備化したものとして定義す  

る。また、オプション満期をT、短期金利をr、ボラティリ  

ティーを♂とする。株価過程∫をd筑＝∫亡（rd什αd勒）、  

R値ペイオフ関数を¢、割引き内在価値過程ZをZ上＝  

e‾rt叫5t，りとして定義する。ただし、技術上の理由か  

ら、あるp＞1た対してsupo≦亡≦TIZ【I∈〝であるもの  

とする。  

鮎gers川はアメリカンオプションの価格％が以下の  

ように表現されることを示した。  

メリカンオプション価格が推定できる利点を持つ。しか  

し、このマルチンゲール過程は実際にはわからない。本  

論ではまず（1）式を離散化し、ある有界かつ可予測な過  

復（βn）による、割引いた原資産のマルチンゲール変換  

によって生成されるマルチンゲールの空間の申で下限を  

求めることにより、（1）式の近似解を求めることを試み  

る。このマルチンゲールの空間（以後〟rと記す）は元  

の空間より狭いため（図1）、この間魔の解はアメリカン  

オプション価格の1つの上限を与えることしかできない  

が、原資産のマルチンゲール変換で与えられるマルチン  

ゲールは「実際の市場で構成しうるヘッジ戦略」を示唆  

するため、現の下限で得られる価格よりもある意味で  

好ましい価格になっているとも考えられる。   

新たな離散の確率空間（白，g，¢）を考え、フィルトレー  

ションをヴn＝α（ぶ0，∫1，…，βれ）と定轟する。ここで、  

5，Z，財の難敵化は次のようになされる。0≦n≦Ⅳに  

対して、  

r／Ⅳ 〃は時間の分割数  
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（6）  

これらの式から鴇を次のように評価できる。  
▼l  

埼＜治β【。識（Zn－∑恥飢一‰－1川（7） m＝1   
ただし0は、有界かつ可予軌な過程の集合を愛す。  

4t ごい・－・ンな一言、ごミ己∴1二こ・プ㌣？こ、、せプ  

ショ沙⑬評価源法   

¢（ざn，乃△り＝（〝一札）＋というペイオフを持つオプ  

ションを考える。lもの上限を求めるために（7）式右辺を  

定理  粧 
。 

（1）  

ただし現は、Supo≦‘≦Tl叫∈〃（n，ア，P）かつ燭＝  

0を満たすようなマルチンゲール此r＝（怖）の空間で  

ある。   

3 マルチンゲール⑳生成方法   

Rogersの手法は、下限を与えるマルチンゲール過程  

がわかれば、モンテカルロ法を繰り返し用いることでア  
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考えることにしたが、実はこれを解くのも困難である。  

そのため（7）式をさらに制限し、過去の履歴から1時点  

先の期待値を最′J、にする♂nを逐次的に求めることで近  

似的に解いていくことにする。0≦几≦〃に対して、  

l  

浩叫E蛭芯（Z‘－∑帰∫m－βm－1川弘一1】  
β【∈  

m＝1  

上の5，Z，几オの形を用いてさらに変形すると  （8）  

min E（max（（（A－X，t）＋－CnXn   
∂れ∈（一00，00）  

－〟。－1），β）Jぢ。＿1】   （9）   

となる。上の変数は㌫＿1上で次のように定義される。  

5 実験結果   
島＝100，〝＝100，「＝0．06，J＝0．4，r＝0．5，〃＝  

40の場合において、1時点先を考慮する場合（α）、1時  

点先の時間幅を大きく取る場合（♭）、2時点先まで考慮す  

る場合（c）、での価格の上限の期待値、標準偏差、MAD  

値を表1に示す。上限に関しては（ム）が良いが、マルチ  

ンゲールの指標となるMAD値は2時点先まで考慮した  

場合の方が良いことがわかる。また、♂ニを㌫＿1の関数  

として見るとその形とMAD値に関係があり、株価の変  

動に過敏すぎるヘッジ戦略は良いMAD値を示さないこ  

とがわかる。   

上限評価については、2時点先に関しても時間幅を大  

きく取るなどの改良の余地があるが、数値計算で最適化  

を行なうため計算時間が他の2つに比べ大幅にかかる課  

題も残っている。  
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時点m－1の情報を持った上で最適なβnを考えてい  

るので、ここでの確率変数はズれのみである。そこで、  

タ（ズn）＝（A－ズn）＋－βnズn－〟n＿1をズnの関数  

とみなすと、図2のようになる。このタと定数βの  

maxを取った関数の期待値を最小にする♂nが求めたい  

βnになる。関数タと直線βが交わる2点の〇座標を  

α，β（α＜β）とおくと、α＝（A一肌＿1－β）／（1＋  

軋），β＝－（几－n＿1＋β）／∂n となる。よって、期待値  

Ⅳ暫g【max（タ（ズ），β）l‰＿1】は次のように計算できる。   ‾  

図1‥哺とAすrの関係と、それぞれのinfの関係  
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ただし、／（ヱ）＝去e一計，∂＝  である。  1＋r△t  

呵max（タ（ズ），β）l坑卜1】  Ⅵ′  
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（A－（1＋軋）ェー〟n＿1）J（〇）血  

可血－／蒜n‡．吼＿1）仲）血（10）   
・上も／（堰一鮮明－1）榊（10）  

α，βが♂れの関数であることに注意してⅣを♂nで微分  

すると  

図2：関数♂と値βの関係  

表1：各上限計算方法における期待値、標準偏差、MAD  

値  

期待値  標準偏差  MAD値   

（α）  10．138367  0．030617  6．117698   

（♭）  10．057387  0．020503  4．497829   

（c）  10，102521  0．028139  4．337099  

－エ榊）血一上∞瑚血  

蒜（exp｛一芸卜叩卜芸り  

よってα＝－βのときに次のような♂ニが得られる。  
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（八人＿1＋β）＋（九九＿1＋β一月）  

この♂●でマルチンゲールを生成し上限評価をする  

さらに1時点先の時間幅を大きく取る、また2時点先  

まで考慮するなどの改良も有効である。  
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