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1．はじめに   

プロセッサシェアリング待ち行列は、コンピュータ工  

学の分野において重要なモデルであり、系内滞在時間  

が主たる研究対象である。現在までにM／G／1－PS及び  

GりM／1－PS待ち行列に対していくつかの研究がなされ  

てはいるが、結果は限定的なものにとどまっている。特  

に系内滞在時間分布に関する結果は、数値計算という  

観点からみると、必ずしも望ましいものとは言えない  

【2】【3】。   
本研究では、マルコフ型到着過程（MAP）を入力とす  

るMAP／M／トPS待ち行列における系内滞在時間が、準  

出生死滅過程に類似した吸収マルコフ連垂削こ支配される  

ことに注目し、系内滞在時間分布の単純かつ数値的に安  

定した再帰式を導出した。  

2．モデルと既知の結果   

まず、MAPについて簡単に述べる。状態集合ルで＝  

（1，2，．‥，〟）を持っ既約で正再帰的な連続時間マルコ  

フ連鎖が存在すると仮定する。このマルコフ連鎖は状  

態i∈〟に平均c「1の指数時間だけ滞在した後、状態  

J∈ル仁ぺ確率pりで遷移する。ただし、∑J∈〟釣J＝1  

（∀i∈ルりとする。そして、状態＝から状態ノへの遷移  

が起こった時、確率d（i，ノ）で到着が発生する。一般性  

を失うことなく、d（い）＝1（∀吏∈ルイ）を仮定すること  

ができる。ここで、Cとβは（り）成分がそれぞれ  

、本研究の主要な結果である系内滞在時間分布について  

述べる。そのためにいくつかの表記を導入する。まず、  

系内にm個の客がいるときに到着する客を客Cnと呼び、  

客Cnの系内滞在時間を仇とする。さらに、㌫を客Cn  

の到着直後におけるMÅPを支配するマルコフ連鎖の状  

態とする。ここで訊直）（£≧0，n＝0，1，…）を〟×1  

ベクトルとし、その節J成分はPrr仇≧∬l∫n＝ノ】を草  

すものとする。このとき、定義より明らかに申n（0）＝e  

となる。また、簡単な考察から、軌（£）（訂＞0）は以下  

の線形微分方程式をみたすことが分かる。  
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＋ 軌－1（∬）m＝q・1・‥・（1）  

ただし、有＿1（ご）＝0（∀訂≧0）とする。   

さらに、∬を適当な次元の単位行列とし、面（ェ）及び  
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で与えられる行列とする。このとき、MAPを支配する  

マルコフ連鎖の無限′J、作用素はC＋のとなる。このマ  

ルコフ連鎖の定常状態確率ベクトルを打とすると、平  

均到着率はÅ＝汀かeで与えられる。   

本研究が扱うモデルでは、サービス時間は独立で同一  

に分布し、平均／J‾1の指数分布に従うとする。したがっ  

て利用率はβ＝人〃‾1となる。以下ではβ＜1を仮定  

し、システムは定常状態にあるとする。   

また、サービス時間が独立で同一な指数分布に従うこと  

から、MAP／M／1－PS待ち行列の客数分布はMAP／M／1－  

FCFS待ち行列の客数分布と一致することが知られてい  

る。つまり系内客数過程は準出生死滅過程となり、その  

計算手法が確立されている彿  

3．系内滞在時間分布  

と定義すると、（1）は次のように看き換えることができる。  

中）＝坤）  （3）  

ここで釘は加算無限個の状態（m，ノ）（n＝0，1，‥．，ブ∈  

ノM）を持っ連続時間吸収マルコフ連鎖の過渡的な遷移を  

支配するdeftctiveな無限′ト作用寮と見なすことができ  

る。したがって、∫n＝ブが与えられた下での客Cnの条  

件付きの系内滞在時間は、状態（柁，ブ）から吸収状態まで  

の初度到達時間と等価である。   

また、微分方程式（3）の形式的な解は砺（£）＝  

e叩（r∬）eとなるので、一様化の手法を用いると【5】、  

押斗＋㌫］ん？（4）   
㌻（β＋／J）たェた  

呵ご）＝∑  

た＝n  
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を得るったギし、β＝ma・X（lq，Jl；J∈．〟）とする。ここ  

でんn．た（m＝0，1，…，た＝0，1，…）を 

であるので、〃（ど）は唯一に決定される。   

次にある正数亡′′（LO≦ど′≪1）を定め、  

月（ど′，∬）   

∑  
た＝ム（亡′．∫）  

（β＋〃）た∬た  

〒卜＋志r】たe （5）  

e ‾（叫小＞トビ′ （10）  

をみたす2つの非負整数⊥（ど′，ご）及び月（E′，ご）を求め  

る。上（ど′，‡）及び月（ど′，ご）を求めるアルゴリズムの1つ  

が払xとGlyllnによって提案されている【1】。   

最後に、抒（ヱ）の近似値河。。m。（‡）を次式により計算  
する。  

をみたすA・す×1ベクトルとする。このとき、ん再の第  

ブ成分は∫＋（β＋／り‾1rによって支配される一様化さ  

れたマルコフ連鎖において、状態（n，ノ）から初めて吸  

収状態に到達するまでの遷移回数がた回を越える確率  

であると考えられる。したがって、んn．た（m＝0，1，‥．，  

た＝0，1，…）は次の不等式をみたす。  
軒。。m。（ご）＝；汀。Rnか  

n＝0  

月㌢）（頼〃）たごた ×  

0＜Jlnメ＋1＜ん再≦e  （6）  

∑   
人＝⊥（ど′，ご）  

e‾（…）rんn，k（11）  ただし、九n，0＝e（m＝0，1，…）とする。   

TlleOrel111動力）（ェ≧0，n＝0，1，‥・）及び、ランダ  

ムに選ばれた客の系内滞在時間の補分布汗（ご）（ェ≧0）  

はそれぞれ  

（11）より、Ⅳ。。mP（訂）は図1の影付き領域のん再だけ  

を必要としているが、定理1の再帰式の構造から、結果  

的に図1の台形領域（斜線部）ドおける九再を計算しな  

ければならないことに注意が必要である。  

n  

㌻（β＋／りた‡た  
軌（ヱ）＝∑  

た＝0  

e－（叫巾′ln，k  

Cく〉  

和＝汀。Rnβ∑  
n＝0  た＝0  

（β＋〃）たヱん  
e－（打・巾′ln．た  〃＋月（亡′，ご）  

（7）   

となる。ここで列（JIn．た）は以下のように再帰的に決定  

される。まずJln．0＝e（m＝0，1，…）とする。さらに各  

た（た＝0，1，…）に対して  

ム（亡′，£） R（e′，エ）  

′佃＝震［ か 
ん叶い＋（♂∫＋C）んn，た  

図1‥列んn，たの計算領域   

最後に、（6卜（11）から、抒（ヱ）と仔。。m。（£）の絶対誤  

差の上限に関して、  

河（可一汗。。m。（ご）＜亡＋亡′  

を得る。  

参考文献  

1．B．L・Foxan（lP・W・Glynn，CotTIPutingPoissonProb－  
abi】ities，Comrn・＾CM，31（1988）440－445・   

2．F．Guillemin andJ．Boycr，＾nalysis orthe M／M／1  
Qlleue With Processor Sharing via SpectralTheory，  
QUESTA39（2001）377－397・   

3．］．Morrison，Response time fbr a processor－Sharing  
＄ySteln，SIAMJ・Appl・Math・45（1985）152－167・   

4．M．F．Neut・S，SlnLCttJred Stochasttc MoLrices qf the  

ル〝q／17bpeoTld771eir＾pptications（MarcelDekker，  
NewYork，1989）．  

5．H．C．Tijm＄．Sloc7”Siic ModeL：＾nALgoritfImicAp－   
proach（JohnWiley＆Sons， 

ん叫叫，…  ＋荒卜  
とする。ただし、ここではJしり＝0と定義している。  

列（Jln，た）の再帰式は、非負数の加算及び乗算しか含  

まないので数値的に安定である。  

4．計算手順と精度保証   

定理1の結果をもとに任意に固定されたご（ェ≧0）に  

対して、抒（∫）の近似値は次のようにして計算できる。  

まず最初にある正数亡（0＜亡≪1）を定め、・   

刷n恥1－ど  
；岩’  

n＝0  

をみたす非負整数〃（ど）を求める。このとき  

亡く〉  

∑和Rnヱ）e＝人  

n＝0  

（8）  

（9）  
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