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且 概要   

大規模数理計画問題の内点法による求解の並列化実  
装について述べる。確率計画問題、CVaRなど一般の  

列である。〝た∈取れ良×叫の突際の内容は内点法のアル  

ゴリズムによって変化するが、Lagrange関数の恥に  
関するヘッセ行列（もしくはその近似）と主、双対変数  

値から計算される行列であり、LPおよび目的関数に変  
数同士のクロスタームがないQP／NLPの場合には対  

角行列になる。β。はタ0，㌦の£についてのヤコピ行  
列の要素と、Lagrange関数のヱに関するヘッセ行列  

要棄を設定した鞠から虐。≡β。－∑た1Cた穐A主と  
して計算される。   

この行列の設定とムβエl分解のアルゴリズムは次の  

ようになる。  

1．β。の計算   

2・〃た，Aた，Cた，（ゐ＝1，…，ア）の計算   

3・βた＝一月た〝たAと，Cた〝たA左（た＝1，…，P）の計算   

4．βんのムβエl分解   

βた→玩仇現，（た＝1，…，タ）  

5・Cた（pたエた）‾1，（た＝1，…，P）の計算  

6・虐0…β0－∑た1（Cたエ；1上）Jl甘明＋仇穐現）  

の計算  

7・虐。の⊥βムー分解（虐。→上。仇エい   

このうち2．～5．は各たについて独立に奨行できる。  
ここでは島は計算に用いずにβ。から直接島を定  
義している。正方行列β。の次元がれ。＋m。であるこ  

とより、すべての制約式に共通して現れる変数および  
変数が全体のごく一部分である、すなわち  

リスク尺度による資産配分問題。多期間計画問  
規模数  サポートベクターマシンの学習の際に現れる大  

理計画問題は変数をP偶のグループに分割した次のよ  
うな形に定式化することができる。  

変数 ヱ∈RnO，恥∈R叫，た∈（1，…，P）   

最小化  J（諾，yl，‥・，紬）  
条件   タ0（ェ，yl，‥・，y8）＝0，〇≧O  

gん（苫，仇）＝0朗≧0，た∈（1，…，P）（1）  

ここで問題の変数および制約式の数はそれぞれ柁（≡  

れ・。＋∑たImた），m（≡m。＋∑た1mた）とし、目的関  
数と制約式をそれぞれJ：即→R，タ0：取れ→凪mけ  
およびgた：R【0…と→Rmrんと定義する。本実装では  
この構造を直接利用することにより高いスケーラビリ  
ティを実現している。   

本ソフトウエアはMPIパッケージを噂入したWin＿  
dows環境上で動作可能であり、定式はモデリング言語  
により言己董可能。モデル記述も並列虔に依存せず、単一  

CPUでの実行時のものと共通化可能であるなど、ソフ  
トウエアとしての可用性も高い。  

2 アルゴリ．ズム   

内点法による求解アルゴリズムの最も主要な部分は  
制約式やLagrange関数の徹係数から定義される一次  
方程式の解法である。この一次方程式を直接法によっ  
て解く操作は、変数と制約式について適当な並べ換え  
を行うと、次のような構造の対称行列のエβエ！分解と  

前進消去後退代入に帰着される。  

（3）  
m＞＞mo，m＞＞mo   

であるような状況では、1．，6．，7．の操作の計算時間は無  
視できるほど小さくなる。したがって、各mた，陀たが均  

等であれば、各たについての処理をプロセッサたが行  
うような並列化を行うことにより、．行列の分解演算全  
体の負荷がほぼ均等に分配されることが期待きれる。   

その場合、6．，7．の操作の実現のためには、各プロ  
セッサ間でqム；1βJl甘明＋q跳現を典約して  

虐。を計算する必要があるが、その際に必要な通信デー  
タ量は（no＋mo）2に比例するので、（3）が成り立つ状  
況下では演算全体で扱うデータ量に比べて小さいと言  
える。   

一次方程式の解を求めるためにほ、得られたエβエ七  
分解結果と右辺ベクトルを使って前進消去。後退代入  
を行う必要があるが、右辺ベクトルを（ム1，・‥，bp，♭0）l  
と分割しておけば、これについても同様の並列化が可  
能である。  
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（2）  

0  0  0  

0  0  0  

Cl‥・（完  

ただしβ。∈R（no＋mo）×（nn＋mo），仇∈Rmふ×mふ，Ck∈  

隠（mn＋mn）x叫，（た＝1，…，P）で、CたはgOの各yたに  
ついてのヤコピ行列、βたは一月た蛾月£に等しい。た  

だし、Aた∈RmkXnりまダたの恥についてのヤコピ行  
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一次方程式解法の他に内点法アルゴリズムの実現には  

J，タ0，タキ，∇J，∇由一ー，∇タk，∇2／，∇2タ0，∇2タんの評価が必要  
である。これらの式の各コンポーネントは独立に計算  
可能であり、また特に／，gOが、   

P P   

J＝∑仙，仇），タ0＝∑湖（ェ，y七）  
た＝l た＝1  

，た∈（1，・‥，P）   （4）   

のように変数恥について分離可能な形をしている場  

合には、P偶のプロセッサにん胡，タk，∇ん∇ク2，∇タセ  

，∇2ん∇2タg，∇2タセの評価を割り振る並列化を行うこと  
により計算負荷を分配できる。この場合、最適性条件  

の評価、直線探索を行う際のステップサイズや信頼領  
域法の場合の信頼領域サイズの決定、メリット関数の  
評価を行う際に、一冬プロセッサ間での集積演算が必要  

となるが必要な通信員は高々定数かれ■0あるいは丁れ。に  

比例する員であることがわかる。例えば最適性条件の  
一つであるLagr礼nge関数の停留条件∇ム≡∇／一帥・  

∇伽－∑た1封た・∇タたの評価の際には、∇。上の部分の  

∇  

ベクトルの長さであるm。に比例する。  

れ  

（  

サが独立して担当する並列化によって、高いスケーラ  
ビリティが期待できる。  

3 実装  

1で述べた応用例はいずれも（3）および（4）を満た  
す。これらは不確実性の記蓮と意思決定を行うもので  
あり、想定される状況を柄郵こ予測するべく結果の精  
度を上げようとするほど、（3）は強く満たされるように  
なるので、高いスケーラビリティが期待できる。   

前項のアルゴリズムの実装として、各プロセッサた  
には（りを分割した「部分問題た」：  

変数土 ヱ∈Rれ0，恥∈R叫  

最小化  ム（ェ，仇）  

条件 夕空（£，yた）＝0，エ≧0  

タた（ヱ，yた）＝0，叫≧0   （5）  

を入力することによって、並列化された内点法が起動、 
（りの求解が成されるソフトウエアを開発した。内点法  
のアルゴリズムと実装は数理計画法パッケージNUOPT  
のWhldows版、並列化プラットフォームとして、Win－  
dows上で動作するMPI環境（MPIPro）を用いた。ア  

ルゴリズムの実行が終了すると、エ◆，涙が各プロセッ  
サに得られる。   

問題の記述はモデリング言語SIMP・LEを用いて行  

うが、前述した応用例では部分問題た同士は定式の形  
は全く同一でデータのみが異なるため、各プロセッサ  
には共通のモデル記述と、各プロセッサに固有のデー  
タを与えることによって問題の入力と求解を行うこと  
ができる。ただし、各プロセッサに固有な式や変数を  
示すためにモデル記述には紬タたに対して「並列化」  
マークを付けておく仕様とする。  
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4 計算機実験   

まずテストとしてCVaR最小化に‘よるポ⊥トフォリ  

オ問題：  

変数 エj，J∈A，輝明，t∈∫，α   

馴、化   α＋I誠司∑‘。g叫 
条件 ∑J凡メェj＋α＋均一叫＝0，七与∫  

∑jち‡J＞＝rg，  
∑j∈Aエメ＝†，  

勺≧0，也t≧0ルt≧0   （）  

について計算機実感を行った。Aが投資銘柄の集合、  

収益率の下限、1上£・，勒はある観測点のVaRからの差を  

益率の観測に対応しており、C＼危Rが統計量として意  
味を持つためには、l5l＞＞刷（銘柄数）である必要が  
あり、行列Rのサイズは観測点に比例して増大する。  
サンプルの集合を適当  

よってこの問題は（1）  言  

際、眺には叫，勒，‘∈∫たが対応し、タたを構成する  
l  

されていることがわかり、問題が線形であることから、  
（4）も成り立つこと、相当する部分問題（5）は元の問題  
と全く同一の構造を持っていることがわかる。   

そのため、この場合には各プロセッサに共通なモデル  
記述と対応する月たを与え、モデル言改封こおいて叫，叫  

と最初の等式制約に「並列化」マークを付けておくと  
モデルの記述は完了する。   

以下はCcIcron466MHz，128M／くイトメモリのマ  

シン3台（並列）、で銘柄弊50銘柄の問題で観測点を  
「並列」）を単一のマシンで  

一言ロ  十算時間を比較したものであ  

変えた問題を解いた結果 
解いた結果（「単一」）と  

（
 
 

る。内点法のアルゴリズムには直線探索法を用いた。  

l劃  並列（秒）  単÷（秒）  並列化倍率．   

9000   37   100   2．7   

12000   47   135   2．9   

15000   79   217   ・2．8   

30000   162  

いずれの観測数の結果からも高いスケーラビリ   

が実現されていることが観測できる。また、観測点が  
30000のケースでは、単一マシンではメモリ不足によ  
り求解が不可能となるが、3台の並列化実行では求解  
が可能であった。この実装方式では問題のデータがプ  
ロセッサ毎に完全に分離されるため、並列化台数を増  
大させることにより、求解可能な問題規模の上限を増  
やすことが可能であることを示している。  
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