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単正定値計画問題を解くソフトウェアのPCクラスタ上における並列実装  
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ここで、Sれはm次対称正方行列のなす空間で  

あり、∬との（∬トの）は行列∬が半正定借  

（正定値）行列であることを示す。また、ひ，y∈  

Snに対してⅣ①yは内横を表し、ぴ◎Ⅴ＝  

∑芸1∑た1ぴ‘jV‘jによって定義されるo   

SDPの最適解（Ⅱ，∬，y）は、（ア），（p）の制約を  

満たし、双対ギャップ∬oyを0にすることが  

できるため、次に示す主双対内点法によってSDP  

を解くことができる。  

主双対内点法のアルゴリズム   

凱epO：た‥ご0，∬0＞－の，yOトのを満たす任  

意の（訂0，∬0，yO）を生成する。  

凱叩皿：（諾た，∬た，yりが（ア），（か）の制約を満  

たし、双対ギャップ∬たoyたがある程度小  

さくなった時点で、アルゴリズムを終了し、   

（㌔，∬た，yん）を最適解として出力する。  

凱ep2：次の方程式系を線形近似して解くこと  

により、探索方向（ゐ，dぷ■，dy）を計算す  

る。  

且 はじめに  

半正定値計画問題（以下、SDP）は、線形計画問  

題の対称行列空間への拡張であり、システムの制  

御や組合せ最適化問題の緩和などさまざまな応用  

範囲を持つ数理計画問題のひとつである。また、  

線形計画問題に対しての強力な解法の主双対内点  

法は、半正定値計画問題にも適用することが可能  

であり、代表的なSDPA（SemiDefiniteProgram－  

mmingAlgorithm）【1】を含め、多数のコンピュー  

タソフトウェアが開発されている。   

しかし、量子化学などから定式化されるSDP  

は、問題としての規模が大きく、計算時閤、計算  

必要メモリの両面から見て1台の計算機で解くこ  

とが不可能である。その一方、近年のPCの価格  

の低下や、ネットワーク技術の発展にともない、  

並列計算を行う環境として、PCをネットワーク  

で複数台つないで構成されたPCクラスタが注目  

を浴びはじめている。   

本稿では、SDPAの並列実装であるSDPÅRA  

（SemiDe丘niteProgrammmingÅlgoriもhm PÅR－  

Allelversion）【2】の実装における概要を述べた後  

に、PCクラスタ上による数値実験によってSD－  

PARAの高いスケーラビリティを示す。  

∬た＋d∬＝∑芸1厨i（£き＋血盲卜厨0  

厨iO（yた＋dy）＝q（五＝1，2，‥．，m）  

（∬た＋d∬）（yた＋dy）＝の，  

馳叩3∴が＋αpd∬トの，yた＋αddyトのと  

なるαp，αdを求め、（芯妬1，∬れ1，y頼1）＝   

（打た＋αp血，∬た＋αpd∬，yた＋αddy）に更  

新する。た：＝た＋1としてSteplへ戻る。  

Step2における探索方向（ゐ，d∬，dy）を求め  

る計算は、Schurcomplementequationと呼ばれ  

る連立方程式腰血＝γによってゐを求めるこ  

とに帰着できる。ここで、係数行列βは各要素  

がβij＝（（∬た）‾1ダiyた）。厨jによって計算され  

る正定値行列である。  

2 SDpの標準形と主双対内点法   

本稿で対象とするSDPは、次のような主問題  

（ア）と双対問題（p）を合わせ持った標準形である。  

（ア）：最小化 ∑ニ1C五∬i  

制約 ∬＝∑芸1厨iエi一厨0，  

∬との，∬∈S几．  

（p）‥ 最大化 厨0◎y  

制約 伊上。y＝q（五＝1，2，‥・，m）  

yう＝の，y∈Sn．  
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表1‥PCの台数とSDPARAの実行時間（秒）ただし、＊はメモリ不足を示す  

問題名＼PCの台数   2   4   8   16   32   64   

controlll   685．3  363．1  195．0  112．1   66．6   42．9  31．8   

theta6   600．6  341．7  168．2  112．8   68．4   51．3  ■ 38．3   

quantum   ＊   ＊   ＊  3836．3  2076．5  1289．7  732．7   

であるが、次節の数値実験が示すように、その効  

果は非常に高いと言える。  

4 PCクラスタ上における数値実験  

表1は、PCクラスタPrestoIII上でPCの台  

数を変えながら、SDPARAを実行したときにか  

かる時間を表にまとめたものである。．PrestoIII  

は、各PCにCPUAthlon1900＋，Memory768  

MBを搭載し、Myrinetという高速ネットワーク ＼  

でPC間をつないだ非常に高性能なPCクラスタ  

であり、東京工業大学数理・計算科学専攻松岡研  

究室が設置、および管理をしている。また、COn－  

trolll，theta6，quantumは、それぞれ制御、組合  

せ最適化、量子化学において発生しているSDP  

である。   

contro111では、8台のPCを使ったときには  

1台のPCの6．11倍、64台のときには21．55倍  

の速さで解くことができ、quantumでは、64台  

のときに8台の5．23倍の速度を達成することが  

できている。このように、SDPARAでは、前節  

でのべたようにシンプルな並列計算の手法を採用  

しているが、PCの台数が増えたときに得られる  

スケーラビリティはとても高い。   

また、quauntumにおいては、SDPとしての  

規模が大きいために1台のPCで解くことは使  

用メモリ臭から見て不可能であり、PCクラスタ  

を用いた並列計算をすることによって解を得るこ  

とに成功しているということができる。  
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3 並列実装の概要   

前節で示した主双対内点法を実装したSDPAに  

おいて、計算時間を考慮したときにボトルネック  

になるのは、係数行列βの要素の計算と、連立  

方程式を解くためのBのCholesky分解であり、  

この2つのボトルネックのために一般的に計算時  

間の95％以上が使用されている。   

SDPAの並列実装版であるSDPARAでは、こ  

の2つのボトルネックを解消するために、MPIと  

ScaLAPACKを用いて亜夕帽十算を行っている。係  

数行列．BのCholesky分解はScaLAPACIくの  

ルーチンをほぼそのまま利用しているので、ここ  

ではβの要素の計算をどのようにして並列に計  

算するかに注目をする。   

複数のPCによって行われる並列計算の場合に  

重要なのは、それぞれのPCで行われる計算を独  

立させてPC間のネットワークによる通信を減少  

させることと、1台のPCに計算が集中しないよ  

うに計算を分散させることである。   

βの各要素の計算勘＝（（ズた）‾1fl‘yた）・ダブ  

は互いに独立しているため、すべてのPCが  

ズた，yた，ダi（五＝1，…，m）の情報を持っていれば  

通信することなく各要素の計算が可能となる。し  

かし、βの五行目はすべて同じ計算（ズセ）‾1ダiyた  

を行うので、複数のPCが同じ計算を行うよりも  

1台のPCのみの方が効率が良い。   

そのためSDPARAでは、Bを行ごとに分割  

し、一つの行に対して1台のPCを割り当ててい  

る。具体的にいえば、Ⅳ個のPCがあったときに  

βの宜行目は、摘Ⅳ番目のP（プが、（ズた）‾1f，‘yた  

の計算を行い、その後のダブ（ノ＝1，・‥，m）との内  

積計算までをまとめて行う。ここで、α％むはαを  

♭で割った余りとする。この方法は1 

計算が集中しないようにする効果も合わせ持つ。   

SDPARAにおける並列計算の手法はシンプル  

【21SDPARAResearchReport   
http‥／／www．is．titcch・aC・jp／research／   

rcsearch－rCpOrt／B／B－384・pS・gZ  
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