
旬日匡∈1  2003年日本オペレーションズ。リサーチ学会  

春季研究発表会  

2×町分割嶺⑳伊那鮎也Sam脚関  

東京大学 ＊来場秀治 KIJIMAShuji  

O1605000 東京大学 松井知己 MATSU‡Tbmomi   

1．はじめに  

2元分割表は正の整数からなる行和と列和を持ち、表中の値として非負整数をとる表（行列）である。2元分  

割表は医療統計の分野などで統計データを扱うのに用いられる。分割表に対する統計学的興味の一つに行と列の  

相関関係があげられる。行と列の独立性の検定にx2検定があるが、周辺和の中に小さな値があると、X2検定の  

当てはまりが悪くなるため、正確検定が行われる。   

正確検定に用いるp僻の計算には、周辺和を満たす分割表を全列挙する方法があるが、分割表の全列挙は一般  

に困難なため、MCMC（マルコフ連鎖モンテカルロ）法がよく用いられる。MCMC法はモンテカルロ法を英行  

する際、マルコフ連鎖の定常分布からのサンプルを用いる手法である。しかし、定常分布は無限回の推移の後に  

得られるため、定常分布からのサンプリングは一般に困鰐である。本報告では2×乃分割袈の一様標本抽出法に  

サンドイッチングの技法を応用したCFTP（Coupling針omThePast）理論を用い、PerLbctSampling（厳密に一  

様な分布からの標本抽出）を行う手法を提案する。  

2．マルコフ連鎖と標本抽出アルゴリズム   

整数（非負整数、正整数）全体の集合をそれぞれZ（Z＋、Z＋＋）で表すことにする。ベクトルγ＝（rl，r2）∈Zi＋  

とβ＝（β1，…，βれ）∈町．は正餐数Ⅳ∈Z＋＋に対して、∑た1r‘＝∑こ1βJ＝〃を満たすとする。行和平およ  
び列和8をもち、非負整数を表値にとる2行陀列の2元分割表全体の集合∑γ，8を、  

‡  

∑坤，j）＝r‘（1≦∀i≦2），∑坤，j）＝βj  
j＝l  i＝1  

〉  

＝r，β竺   …＝r‘（1≦∀i≦2），瑚＝頼 ズ∈狩れ  

で定義する。但し、∬（i，j）は分割表ズのi行J列の値を表す。集合∑叩を状態空間にもつマルコフ連鎖〟を  
定義する。マルコフ連鎖〟の推移∬㌧→∬車1（壬∈Z）は一様実数乱数Å∈【1，m）が与えられた時、以下のように  

定義される。  

凱ep且：壷列とま＋1列（壷＝1，…，和一1）について、α＝∬t（い）＋∬l（い＋1）、わ＝∬t（2，i）＋∬l（2，盲＋1）とし   

て、♂ズt（i）響mi巾，み，βi，β叫）＋Iを定義する。  

S軸2：乱数入∈け，m）に対して、Lス」列とい」＋1列を選び、¢ズ・（Å）響搬．（し棚（八一し人」）」として、  
ズ什1∈∑r，8を  

‡ 

¢ズ・（Å）＋min（α，βil－mim（α，わ，βi，勘＋1）（J＝い」），  

α－∬什1 （1，ト1）  （j＝し入」＋1），  

∬t（且，j）  （otherwise），  

∬什1（り）  

ガ困（2，ブ）＝ βゴー∬叶1（1，丑  

と置く。   

このマルコフ連鎖．Mは、明らかにエルゴード性を満たす。またJMはdetai1edbalanceequ8もionsを満たし、定  

常分布として一様分布をもつ。   

今、分割表ズu，ズL∈∑r，βをそれぞれ、北西隅のルールおよび南西隅のルールに従ってできる衷とする。す  

なわち、札は刈1，1）＝β1から順に利1，2）＝β2，刈1，3）＝β3，…と、∑‡＝1刈1，j）＝rlとなるまで1行目を  
決め、残りの義憤は周辺和を満たすように一意に決める。同様にズLは2行目の1列目から義憤を決める。すな  

ー78－   
© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



わち、  

曾 

ズuト∈Z＋  

ズL竺（…∈Z＋  

一鳥 ．セ  

ヨい1＝∑坤，プ）≦∑βJ，叩，J）＝0（ノ＝1，…，た－1）  
j三1－  J＝1   

七◆ た  

∃た，J2＝∑瑚j）≦∑βJ，粕ブ）≧0（J＝1，■・・，た－1）  
J＝1  メ＝l  

となる。それぞれXuをNW（Nortll－W毎t）‾表、XLをSW（So11th－West）表と呼ぶことにする。   
マルコフ連鎖メイの定常分布からの標本抽出アルゴリズムPを以下のように定義する。  

Stepl：シミュレーション開始時刻をf＝－1とし、入tを空列とする。  
Step2：⊥様乱数坤）∈Il，n）を生成して入上の先頭に挿入し、乱数列入l‥＝（入（け入（ト＋1），‥・i入（－1））とする。  

Step3：時刻tにおける2つの状態nJ，軋∈∑r，Sを場：＝Xu、堤：＝XLとする。  

St占p4‥れ，軋を初期状態とし、数列入‘＝（坤），坤＋1），．‥，スト1））を用いて、時刻£から0までそれぞれマ  
ルコフ連鎖ノりを推移させる。  

a）もし、増，堤が時刻0で一致して瑠＝堤となっていれば、端：＝瑠＝堤を棟木とする。  
b）一致していなければ亡：＝ト1としてStep2にもどる。  

この標本抽出法は厳密に一様分布に従う。すなわち以下の定理が成り立つ。   

定理1アルゴリズムPからの標本は厳密に一様分布に従う。   

3．CFTPとサンドイッチング   

CFTP理論は1996年PropandWillso，1によって提案された。CFTPの畢要な主張は以下の定理である。  

定理2有限離散空間n上のマルコフ連鎖AオCはエルゴード性を梢たすとする。n中のすべての要素について、  

攣鋸＜0から同一の一様乱数列入∈町）亡を用いて凡才Cにしたがって推移させる。この時、時刻βの状態がす  

べて一致「coαJe5CemCeノして、ズ（∈n）となっていれば、ズはマルコフ連鎖爪すCの定常分布に従って得られた標本  

である。   

したがってCFTP理論によって厳密に定常分布に従う標本を得ることが出来る。しかし、CFTP理論では全状態  

を初期状態とするマルコフ連鎖の推移を追跡する必要があり、全状態からのシミュレーションは現実には不可能で  
ある。CFTPの技法の1つとして、サンT｛．イッチングがある。これは複数の特定の状態からの推移が一致するこ  
とが全状態からの推移が一致することの十分条件になっていれば、その特定の状態についてのみシミュレ∵ション  

をすれ寧ま良いというアイデアである。したがってサンドイッチングが適用できるマルコフ連鎖に対して、その特  

定の状態からのqFTPによって、厳密に定常分布に従う標本を得ることが出来る。   

我々は2×γl分割表のマルコフ連鎖．Mに対してサンドイッチングが適用できることを示した。それが以下の  
定理である。  

定理3マヤコフ連鎖ル＝こついて、時如＜0における状態札，礼∈∑r．，8から、乱数列入∈【1，れ）‘を用いて得  

られる推移が、時刻0において一致してズ。（∈∑r，β）となるならば、全状態からのマルコフ連鎖は時刻βにおいて  

状態ズ。を取る。  

また離散化Dirichlet分布に対しても、同様の手法を用いてpcrfbctsamplingすることができる。  
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