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定理皿‥仮定（Al）と（A2）が成り立つような任意の2g  

上のMb凹関数んと／月に対し，ん／β－安定マッチング  

が存在する．  ロ  

次に，Mb凹関数の基本的性質を補題2で述べる．  

補題2‥仮定（A2）が成り立つような任意のMb凹関数  

／：2仔→Ru（－∞）を考える．ダ′′⊆ダ′であるような  

任意の集合ダ′，F′′⊆引こ対して，  

且。はじめに  

最近，F）einer【2】はGaIe－Shapleyの安定マッチング問  

題I4jを線形頓序付きマトロイドの対に拡張し，安定マッ  

チング定理と一般化したGale－Shapleyアルゴリズムを  

示した．ここでは，Fleinerのマトロイド安定マッチング  

問題をさらにMb凹関数r5】，つまり，租代替性を満たす  

効用関数の対に拡張することを考える．本文では，この  

一般化したGale－Sha・Pleyのアルゴリズムを揺案し，一  

般化安定マッチングの存在を証明する．   

2。一般化安定マッチング  

βを空でない有限集合とし，任意のベクトルp∈RE  

と任意の集合∬⊆引こ対して，p（∬）＝∑e∈ズp（e），  

p（卵＝0と定義する．ここで，空でない有効定義域  

dom／≡（ズlズ⊆E，／（ズ）＞－∞）をもつ（効用）関  

数／‥2斤→凪∪卜∞）を考える．このとき，関数／は  

以下の粗代替牲（GS）を満たすと仮定する．  

（GS）p≦qであるような任意のベクトルp，¢∈R斤に  

対して，／（ガトp（∬）（ズ⊆β）を最大化する集合を  

ズ。とする・このとき，F≡（e∈βlp（e）＝q（e））  

に対して，ガマ⊇ダ∩∬pとなるようなJ（ズ）－   

9げ）（ズ⊆β）を最大化する∬。が存在する．  

このような集合関数／は丁度2β上のMb凹関数と同一  

であるP】t  

／ん／β＝2β→凪∪卜∞）をMb凹関数とする．次  

の3式を満たすようなj㌔，fも⊆gが存在するとき，  

∬∈domんndom／βをん／β一安定マッチングという．  

J㌔∪鞄＝β  

ん（ズ）＝maX（ん（l′）ly⊆J㌔）  

Jβ（ズ）＝maX（Jβ（y）ly⊆Fβ）  

以下では，次の（Å1），（A2）が成り立つものと仮定する．  

（Al）有効定義域dom／＾，dom／11は遺伝的である．つ   

まり，Xl⊆X2∈dom／A（dom／n）のとき，X］∈   

dnmん（domん）である．  

（A2）／＾（X）（X∈dom／＾）と／n（X）（X∈domJn）の   

倍は全て異なる．  

3節に示す一般化されたGale－Shapleyのアルゴリズム  

によって，次の主定理を証明することができる．  

∬‘＝argmaX（／（y）ll′⊆ダ′），  

∬′′＝argmaX（J（y）ly⊆ダ′′）  

ならば，ズ′′⊇ダ′′∩∬′が成り立つ．  

乱 αa丑伊S丑旭p丑eyのアルゴリズムの拡張  

仮定（Al），（A2）を満たす2β上のMb凹関数をJん／β  

とする．このとき，んJβ一安定マッチングを求めるアル  

ゴリズムが以下のように与えられる．   

アルゴリズム  

凱ep・0：Z←βとおく．  

凱ep皿：ズβ＝∬月となるまで（＊）を繰り返す．  

（＊）∬A←argmax（ん（y）l（∬β⊆）y⊆Z）  

∬β←argmaX（／β（1′）ly⊆∬月）  

Z←Z＼（∬月＼ズβ）  

鬼＝ズAを返す．   

仮定（Al）よりズん∬βは有効定義域の中に存在し，ア  

ルゴリズムは（＊）を多くともlβl回反復して停止する．  

以下にアルゴリズムの正当性を証明する．   

アルゴリズム中で（♯）を豆固練り返して得られる  

端，∬β，Zをそれぞれ瑠），∬g），Z（りとおく．ここで，  

m回目の反復の後，出力を得るものとする．   

補選2より，次の補遺3が成り立つ．  

補題3：任意のi＝1，2，‥・，m－1に対して，  

ズg＋り＝argmaX仏（y）tズg）⊆y⊆Z（f））  

が成り立つ．   

さらに，  

補題4：任意の電＝1，2，…，mに対して，  

墟）＝argmaX仙（y）け⊆∪左＝1瑠））  

が成り立つ．  

ロ  
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定理5：アルゴリズムの出力鬼はん／β一安定マッチン  

グである．  

（証明）最終的に得られたZに対して，補題‘■4より，  

鬼＝argmaX仏（y）ly⊆ZL  

ヰ＝argmaX抽（y）け⊆∪ど＝‘ズ㌘））  

が成り立つ・ここで，Z＝β＼（∪：＝l（瑠）＼瑠）））よ  

り，Zu（∪ご＝l瑠））＝βとなる．  ロ   

以上で，定理1が示された．  

4．議論  

任意のズ∈domんについて，   

Z月（ズ）＝’†ZIズ＝argrnaX仏（l′）け⊆Zぃ  

と定義する．  

補題6：Z月（ズ）は集合の合併に関して閉じている．□  

補題6より，Z月（ズ）≠¢のとき，ZA（ズ）の最大元を  

仇（ズ）とおく，Z月（ズ）＝ののとき，βA（ズ）は定義さ  

れないものとする．このようにして定義したβA（ズ）を  

んの∫一支配集合と呼ぷ．また，ββ（ズ）も同様に定義  

する・∫∈domんndom／βがん／〃－安定マッチング  

であることと，βA（ズ）∪β円（ズ）＝g，あるいは，βの  

全ての要素がんまたはJ何のズー支配集合に属してい  

ることとは等価である．   

補題7：前節のアルゴリズムで最終的に得られたZと  

出力鬼に対して，Z＝β月（鬼）が成り立つ．   □   

任意のズ⊆丘1こ対して，argmaX†ん（y）ly⊆ズ）  

を爪才人（ズ）とおく．ここで，〟バ（ズ）は（Al）を満たす全  

ての∫■⊆Fに対して定義されることに漣意する．ゆえ  

に，βバ（ズ）＝仇（劫h（ズ））と定義できる．このように  

して，仇（ズ）の定義域を2尺上に拡張する．  

補題8：関数β月‥2だ→2Jヲは閉包演算子である．つま  

また，双対的に   

Ⅳ∧エ＝argmaX（Jβ（y）ly⊆〝∪上′）  

と定義すると，   

〝∧⊥＝argmaX（／β（l′）け⊆β月（∬）∪工〉A（エ））   

〝∧エ⊆argmax（ん（y）け⊆ββ（〟）∩ββ（エ））  

が成り立つ．   

5．結論  

以上の議論は仮定（Al），（A2）と補題2にのみ依存して  

いる．ゆえに（Al），（A2）を満たす集合関数，つまり，次  

の（†）を満たす集合関数／：2β→RUト∞）のクラス  

に対して，一般化したGale－Shapleyのアルゴリズムと，  

本文に示した定理，補題が成り立つ．   

（†）省⊆薫，2れndom／≠¢となるような任意の集  

合月，為⊆βと関数／を2巧上で最大化する集合  

ズ2に対して，関数／を2Fl上で最大化するズlで，  

ズ2nFl⊆ズlを満たすものが存在する．   

このような関数についての研究は今後の課題である．   

なお，Adachi【1】とFleincr【2】によって展開された  

Tarskiの不軌点定理に基づく理論の枠組みによって，本  

文の結果および東構造を示すことが可能である（このこ  

とを指摘してもらったTamA5Fleiner氏並びに有益な  

コメントをもらった室田一雄氏，田村明久氏，塩浦昭義  

氏に感謝する）．   

本文は科研費補助金（基盤研究（B））による研究である．  
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