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とする．£α∈domノは′（苫α）≦′（雷α＋α（xy一光u））  

（∀叫ル∈y）を満たすとする・このとき，8rgmin′≠¢  

であり，l諾α（γ）一諾。（v）I≦（和一1）（α－1）（Ⅴ∈y）を  

満たす£。∈argmin／が存在する．  

且 はじめに  

M凸関数は，整数格子点上で定義された関数のクラ  

スとして，離散凸解析【5，7】において中心的な役割を  

担っている．M凸劣モジュラ流問題【6】は，効率良く解  

くことができる組合せ最適化問題の最も一般的な枠組  

みの一つであり，その特殊ケースとして最′ト襲用流問  

題や劣モジュラ流問題を含む．M凸劣モジュラ流問題  

に対する最初の多項式時間算法は，共役スケーリング  

法【3】である．本稿では，M凸劣モジュラ流問題に対す  

る最短路線返し法を提案し，劣モジュラ流問題に対す  

る容皐スケーリング法【2】に基づいて，スケーリングに  

ついて閉じたM凸劣モジュラ流問題に対する効率的な  

算法を提案する．  

認 M凸劣モジュラ流問題   

有向グラフG＝（竹A）を考える．各枝の流量の  

下限と上限⊆，モ∈ZAおよび，単位流魔あたりの費用  

7∈凪Aが与えられているとする．容量の上下限制約  

を満たし与えられた供給量と整合的なフローg∈ZA  

の中で総費用を最小にするものを求める問題である最  

小費用流問題は，供給制約をフローの境界∂gがある基  

多面体に属すべきであるという制約に置き換えた劣モ  

ジュラ流問題に一般化される．劣モジュラ流問題はポ  

テンシャル（双対変数）よる最適性規準，負閉路による  
最適性規準，最適解の整数性，効率的なアルゴリズムの  
存在などの良い牲質をもっており，扱いやすい組合せ  

最適化問題の代表となっている【1】．   

さらに，∂fに対するゴスト関数′：Zy→凪∪（＋∞‡  
を目的関数に加えるという一般化を考えるとき，′が  

M凸関数ならば良い性質が保たれる．M凸関数′に  

よって以下のように定義される問題を座敷値フローの  

M凸劣モジュラ流問題と呼ぷ【6】．   

M凸劣モジュラ流問題MSIFp  

minimize r2（g）＝∑7（¢）抽）＋封∂g）（1）  

α∈A  

慧 M凸関数とスケーリング   

yを有限集合とする．関数／‥Zy→凪∪（＋∞）が  

M凸関数であるとは，′が交換公理（M－EXC）を満たす  

ことである．  

（M掘ⅩC）∀苫，y∈domf，∀u∈supp＋（3：－y），］v∈  

supp‾（‡－y）suchthat  

／（£）＋／（y）≧′（苫一文≠＋xv）＋′（y＋x≠一文v）・  

ここで，dom′＝（記∈冨yけ（£）＜＋∞），  

supp＋（諾－y）＝（w∈yl£（ぴ）＞y（w）‡，  
5upp－（君－y）＝（ぴ∈yI苫（ぴ）＜y（ぴ）〉  

であり，Xw∈（0，1）yはw∈yの特性ベクトルと  

する．   

正の整数αに対して，Jα：ZV→凪∪（＋∞）を  

Jα（£）＝′（Q‡）（£∈Zy）  

と定義する．この操作をスケーリングと呼ぶ．一般に  

／がM凸関数であっても′αはM凸関数とは限らない．  

しかし，分離凸関数や2次のM凸関数，層凸関数などの  

クラスのM凸関数はスケーリングについて閉じている  

【4，7】・   
£α∈domJに対し，／（苫α）≦J（£α＋α（xv一文w））  

（∀－▲，U∈y）が成り立つとき，£。をJのα局所最′ト解  

と呼ぷ．次の定理は仁α局所最小解の近傍にM凸関数  

の最小解が存在することを示している．   

定理2．皿（森口・室田・塩浦【4】）αを任意の正の整数  

Subjec七to ⊆（α）≦e（α）≦己（α）（α∈止），  

∂g∈dom／，  

e（α）∈Z（α∈呵・  
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4 アルゴリズム   

フローgと茶器∈domJに対して補助グラフC（．∬＝  

（竹Aく．£）＝（Ⅴ，A（∪β（∪（7ェ）を定義する・ただし，   

A（＝（αlα∈A，帥）＜己（α）），  
βく＝（瓦】α∈A，≦（α）＜！（α））（百‥αの逆向き），   

Cェ＝（（叫ル）I叫V∈町ル≠v，  

］α＞0：諾－α（xu－Xv）∈dom′）・  

ー20－   
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Cく，‡の枝容呈c∈ZA‘・王，枝長上∈RA‘，■をそれぞれ，  とする．また，∫＋（α）＝（vl正（v）－∂伸）≧  

α），∫－（α）＝（vl∂伸）一声（v）≧ α），C ＝  

max（誓l州，誓陣）t，。，蒜監′llい洲00）と  
する．  

Algorithm：容量スケーリング法  

SO‥Q：＝2しlogC」，ど：＝0，p：＝0とおく．  

Sl‥才／α∈8rgminけトd）Qかつ”正一∂＝ふ≦トー  

1）αなるヱを見出す．  

α∈Aどに対して，引α）＜0ならば抽）：＝帥）＋α・  

α∈甲に対して，J紳）＜0ならば挿）‥＝挿）－α・  

S2：∫＋（α）＝¢となるまで（2－1卜（2－3）を繰り返す．  

2－1：C芸エにおける∫＋（α）からひ∈y＼∫＋（α）への  

J言に関する最短路距離d（γ）を計算する・∫＋（α）から  

∫‾（α）への桟敷最小の最短路をPとおく・  

2－2：p（tり：＝p（v）＋min（d（γ），∑。∈Pぢ（α））（v∈y）・  

2－き：α∈Pに対して，  

α∈ヤ ⇒ 帥）：＝舘可＋q   

α∈甲 ⇒ f伺：＝拒）－α，  

α∈Cg ⇒ エ（∂＋α）：＝‡（∂＋α卜α，  

記（∂‾α）：＝‡（∂‾α）＋α・  

S3‥Q＞1ならばα：＝α／2とおいてSlに戻る．α≦1  

ならば終7．・  

〈  

‡  

己（αト即α）（α∈Aく）  

ど（在）－⊆（百）（α∈βく，瓦∈A）  

～（ヱ，”，u）（α＝（叫ル）∈C∬），  

7（α）  （α∈Aく）  

－7（在）  （α∈β亡，在∈A）  

J（エーXw＋xv）－／（宕）（α＝（叫ル）∈C才）  

C（α）＝  

J（α）＝  

とする・ただし，～（ご，り，V）＝maX（αlα∈Z，エー可‰－  

xu）∈domJ）．ポテンシャルp∈Ryが与えられたと  

き，Pに関する簡約費用をJp（α）＝J（α）＋p（∂＋α）－  

p（∂‾α）と定義する．   

定理4・l【【6］】MSFPにおいて（2．），（3）を満たすフロー  

く∈ZAが最適流であるための必要十分条件は，苫＝∂く  

で，任意のα∈A亡，。に対してJ，（α）≧0を満たすポテ  

ンシャルp∈Ryが存在することである．  

∫＋＝（ul正（v）＞∂伸）），∫‾＝（vlヱ（リ）＜∂伸））  

とする．定理4・1から以下の算法が得られる・  

Algorithm：最短路繰返し法  

SO：（2）を満たすフローく∈Z■と‡∈argmin／を見  

出す．p：＝0とおく．  

Sl：∫＋＝¢となるまで（1－1Hl－3）を繰り返す・  

l－1‥Cく，‡における∫＋から各点v∈Ⅴ＼∫＋へのJ，  

に関する最短路距離d（v）を計算する・∫＋から∫‾へ  

の枝数最′J、の最短路をPとおく．（∫＋から∫‾へのパ  

スが存在しない場合は実行不可能．）  

1－2：p（り：＝p（γ）＋mjn（d（γ），∑。∈PJp（α））（v∈り・  

l－3：α∈Pに対して，  

α∈木 ⇒ f（α）‥＝帥）＋1，  

α∈βく ⇒ く（古）：＝亡（百）－1，  

α．∈C靂 ⇒一 正（∂＋α）：＝‡（∂＋¢ト・1，  

可∂‾α）：＝苫（∂‾d）＋1・   

次に，定理2．1に基づき，最短路線返し法にスケーリ  

ング技法を用いて，スケーリングについて閉じたM凸関  

数／によるMSFPに対する効率的な算法を構成する．  

αスケーリングフェイズにおける補助グラフをC乙f＝  

（竹月言，£）＝（町ヤ∪甲UCg）で表し，Aど，甲，C言は  

それぞれ，Aく，βく，C王のうち，枝容量がQ以上の枝か  

らなる集合とする．■枝長JO∈Rペ．‡を  
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α7（α）   （α∈A言）  

一叩（百）  （α∈β～，古∈A）  

J（訂＋n（xv－X≠））－J（〇）  

（α＝（叫ル）∈C‡）  

Jα（α）＝  

とし，ポテンシャルp∈Ry・が与えられたとき，α∈  
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