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閉集合族のサーキット、コサーキットのパッキング  
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1 閉集合族とそのサーキット  

マトロイドの（ある元を含む）サーキット族、コサーキッ  

ト族は、互いにブロッカーになり、かつ常にパックする。  

かつ、も、つと強くMengerの定理が成立して、MaxFlow  

MinCutpropertyを持つ。これに類比して、アンチマト  

ロイドの根を同じとしたサーキット族とパス族もブロッ  

カーになる。ただし、アンチマトロイドでは、この対が  

パックするとは限らない。   

以下で、閉集合族とそのサーキット、コサーキットと  
いう概念を導入すると、それがマトロイドのサーキット、  
コサーキットという概念、およびアンチマトロイドの根  

付きサーキット、根付きパスという概念を特別な場合とし  

て含み、かつこの閉集合族での根付きサーキット族、根  
付きコサーキット族が互いにブロッカーになるという関  

係がマトロイド、アンチマトロイドでの前述のブロッカー  

の関係を特別な場合として含むことが示せる。   

有限非空集合Vを台集合とする。その集合族脱が、  
集合の共通部分をとる換作で閉じていてかつⅤ∈駄のと  

き、閉集合族と呼ぶことにする。閉集合族の各集合の補  
集合全体のなす合併について閉じた集合族⑬を、その関  

集合族と呼ぶことにする。このとき、  

丁（A）＝∩ズ：ズ∈Ⅸ，A⊆∬  

で閉包作用素Tを定義できる。これから、閉集合族のサー  

キットを次で定義する。   
ズ⊆V－e，e∈丁（ズ）となるズの中の極′トなズに  

対して、（ズ，e）eを根とする根付きサーキットと呼び、そ  

の全体をCeと書くことにする。根付きサーキット全体を  
C＝（（ズ，e）：芳∈Ce，e∈りで表わす。   

また、閉集合族のコサーキットを次で定義する。D。を  
y⊆y－e，yUe∈0となるyの中の極小なもわの全体と  

する。y∈恥のとき（γe）を根付きコサーキットと呼ぶ。  

根付きコサーキット全体をD＝（（re）‥y∈恥，e∈V）  

で表すことにする。   
根付きコサーキット（γe）に対してyUeは0のjoin－  

irreducible元になるし、その逆も次の意味で成立する。つ  

まり、A∈0がjoin－irreducibleであるとき、AlをAが  

カバー する一意な元とする。このとき任意の元e∈A－A′  

に対して（A－e，e）はコサーキットになるし、その逆も  

成立する。   
根付き集合族Cについて、集合＾がcircuiteclosed  

とは、e∈Ⅴ－A，ズ⊆Aとなる（ズ，e）∈Cが存在しな  

いこととする。   

1．1Cが閉集合族拡のサーキット族であるとき、Circuit  

closed（C－CIosed）な集合の族はもとの駄に一致する。  

1．2 コサーキットの合併で生成される集合に空集合を加  

えた集合族は、元の開集合族に一致する。   

clutterAに対して、Vの部分集合でAのすべての現  
と非空な共通分を持つ集合でかつその性質に関して極小  
となるものの全体をβ＝む（A）と書き、Åのブロッカー  

と呼ぶ。閉集合族のサーキットとコサーキットは、互い  

にブロッカーになる。つまり、  

1．3任意のe∈Ⅴであ（De）＝Ce，わ（C。）＝Deである。   

閉集合族の部分集合の縮約contract．ionと還元reduc－  

tionを次で定義する。これから・閉集合族のマイナーが定  

義できる。  

（Ⅸ，0；りを閉集合・開集合族とする。（C（駄），D（0））を  

そのサーキット・コサーキット族とする。  

（A）閉集合族のcontraction。開集合族のdeletion：任意  

の部分集合A⊆Vに対して、次のように定義する。  

Ⅸ／A＝（∬－Alズ∈Ⅸ，A⊆ズ） （1・1）  

0＼A＝（ズ】∬∈0，ズ⊆V－A） （1・2）  

このとき（Ⅸ／A）■＝0＼Aが自明に成立する。さら  

に、e∈Ⅴ－Aに対して  

C（駄／A）e＝C（Ⅸ）e／A  （1．3）  

D（0＼A）e＝D（0）e＼A  （1．4）  

（B）閉集合族・開集合族のreduction：任意の部分集合  

A⊆Ⅴに対して、次のように定義する。  

駄一A＝（ズーAlズ∈Ⅸ）  （1・5）  

0－A＝（ズーAlズ∈0）  （1・6）   

このとき（Ⅸ－A）■＝0－Aが自明に成立する。さ  

らに、e∈V－Aに対して  

C（広一A）。＝C（旺）e＼A  

恥（0－A）e＝恥（0）e／A  

2 マトロイドと凸幾何・アンチマトロ  

イドのサーキット  

マトロイドはその間包作用索が次の交換公理を満たすも  

のとして定義できる。  

ご，y¢α（A），£≠訂，芳∈J（Auy）＝⇒封∈J（Au£）  
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6．acyclic有向グラフが定める有向マトロイドの  

凸幾何＝その有向グラフのtransivityアンチマ  

トロイドに同じ。  

一般にサーキット、パス対がパックしないアンチマト  

ロイドのクラス：  

1．木の点シェリング  

2．三角化グラフの単体的シェリング  

3．根付き三角化グラフの単体的シ土リング  
4．afBne空間中の点配置のconvexshelling（＝   

realizableなacyclic有向マトロイドに伴う凸幾  

何）  

5．lowerconvexshellinginrealn－dimensional  

SpaCeRn  
6．B3－fr館なjoin－distributivelatticeでのdou－   

blyirreducibleな元のシェリングの定めるアン  

チマトロイド  

7．semilatticeの部分束のなす凸幾何  
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このとき閉集合族は、そのフラットの族に一致する。マ  

トロイドの任意のサーキットCとその元e∈Cに対し  

て、（C＼e，e）は閉集合族としての根付きサーキメトにな  

り、かつその逆も成立する。この意味で、マトロイドの  

サーキットは、閉集合族の根付きサーキットの特別な場  
合になっている。同様に、マトロイドのコサーキットは、  

開集合族のコサーキ・ツトの特別な場合になっている。   

閉集合族の閉包作用素がつぎの反交換公理を満たすと  

き、   

ご，y≠T（4），〇≠計，ご∈T（Auy）＝⇒ygT（Auヱ）  

その閉集合族は凸幾何と呼ばれる・。凸幾何に対する開集  
合族『はアンチマトロイドと呼ばれる。アンチマトロイ  
ドの極小非自由集合Cに対して  

（CnA：A∈『）＝2C－（e）  

となる元e∈Cが一意に存在する。このとき（C，e）はこ  

のアンチマトロイドのサーキットと呼ばれるが、このと  

き（C＼e，e）は閉集合族としての凸幾何から定まる根付き  
サーキットになるし、逆も成立する。・またアンチマトロ  
イドの元A∈『でA－e∈『となる元e∈Aが一意に  

存在するとき、（A，e）はアンチマトロイドのノアスと呼ば  

れる。このとき（A＼e，e）は、開集合族『のコサーキッ  
トでありかつその逆も成立する。   

2．1（Seymour【4】）マトロイド〟の任意の根付きサー  

キット族CeがMaxFlowMinCutpropertyを持つため  

の必要十分条件は、〟がバイナリマトロイドでギをマ  

イナーとして含まないことである。   

凸幾何・アンチマトロイドの根付きサーキット、パス対  

は、一般にパックしない。以下はそれが常にパックする  

（かつMFMCになる）例：   

1．木の辺シェリング  

2．posetshelling   
3：posetの二重シェリング（＝有向グラフのcon－   

VeXSetSの凸幾何（Pfalt2；））   

4・tranSitivityantimatroids（＝同一台集合上の   

半順序のなす凸幾何）   

5．グラフ、有向グラフの点探索／辺探索  

Tablel：概念の対応  

ロイド  

且at  －凸  COnVeX Set  

コサーキットの合併集合 アンチマトロイドの元  
と¢  

交換公理を満たす  

ズUeがサーキット  
yueがコサーキット  

（feasibleset）  

反交換公理を満たす  

（ガリe，e）が根つきサーキット  

（yue，e）が根つきパス  

端点集合丘反（A）  

閉包作用素  

（ズ，e）∈C  
（γe）∈D  

A中の極小sapanningset A中の基  
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