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次のようになる。  

【酬i・ゴ＝E［盟（℃））1囲ト＝宜］  

ただし、g亡は時刻までの到着を支配するマルコフ連鎖  

の状態であり、1（x）は事象xの指示関数である。   

Liuら【1】の”条件付けの手法”を応用すると  

皿．はじめに   

現在までに、集団到着を許す無限サーバ待ち行列に対  

する研究は数多くなされており、系内客数に関する解析  

的結果が多数得られている。しかし、系内客数分布、あ  

るいはその積率の数値計算手法に対する考察は、今まで  

ほとんどなされていない。本稿ではマルコフ型到着と相  

型サービスを持つ無限サーバ待ち行列の系内客数の二項  

積率の計算法を示す。  

2．マルコフ型到着過程   

到着流間に相関があり、なおかつ複数の到着流からの  

同時集団到着を許すマルコフ型到着過程を考える。以下  

ではレ番目の到着流から発生した客をクラスレと呼び、  

クラスの集合疋は可算であると仮定する。また、Zと  

Z＋を次式で定義する。   

Z＝（乃＝（れ1，几2，…，）；陀レ＝0，1，…，∀〝∈疋）   

Z＋＝Z－0  

まず、状態集合ルlを持つ既約で正再帰的な連続時間マ  
ルコフ連鎖が存在すると仮定する。このマルコフ連鎖は  

状態豆∈ルⅠに平均拘の指数時間だけ留まった後、状  

態j∈〟に確率pりで遷移する。状態宜から状態j  
への遷移が起こった時、確率Ji，メ（m）（几∈Z）でクラス  

レの客が乃レ人到着する。ただしJi，j（れ）は咋（0）＝0  

（∀宜∈〟）、0≦Ji，j（托）≦1，（∀盲，j∈〟，∀陀∈Z）かつ  

次の制約を満たすとする。  

∑α‘，j（m）＝1，∀宜，j∈〟  

れ∈Z   

ここで、Cと皿（乃）（m∈Z＋）は（宜，j）成分がそれ  

ぞれ  

鞠わ＝上tれ上Tkれ1…上乃れ  

（lた－1） （上1） 

・育（エk）（箱）育（職－1）…育（Tl）  

・e（C＋瑚一丁ん）軸た）e（C＋β）（丁た‾丁た－1）軸 た＿1）   

… e （C＋8）（乃‾Tl）ゐ（ヱ1）e（C十8）Tl  
（1）  

を用いて眉（壬，m）は次式で与えられることが示される。  

lm‡  

抑m）＝∑ ∑鞠わ，  
た＝1i王∈エた（m）  

（2）   

ただし  

慮j＝（ら，1，ヱjか‥）∈Z＋，㍍＝（ヱ1，…，毎）   

耳ノ（t）＝1一札（り   

育（り（f）＝m孔（f）し，∀‘＝（gl，J2，‥・）∈Z＋  
レ∈に   

且た（m）＝〈㍍lい…＋∫た＝m，よj∈Z＋ 
〉  

軸＝れ蓋．盟（；）珊∀ヱ∈Z＋  
である。従って、式（2）より行列結合二項モーメントの  

－・・● 数値計算は式（1）で与えられる厨た（土，ヱた）の数値計算を  
行うことと等価である。   

特に、クラス 〝 の客数の平均 E【Ⅳレ（t）】と分散  

Var【凡′（t）ト及びクラスレ、りの客数に関する共分散  

Cov【凡（t），叫（t）】は次のようになる。  

E【凡（瑚＝αダ1（f，e〝）e  

V叫丼ノ（t）】＝2α厨2（t，e〝，eレ）e＋2α厨1（f，2e〝）e  
＋叫軋（翔一E【札的】2  

Cov【凡（士），凡7（t）］＝α厨2（ちeレ，eり）e＋α厨2（f，eり，eレ）e  
－E【凡（瑚E【叫（f）】  

ただし、αは到着を支配するマルコフ連鎖の初期状態確  
率ベクトル、eを全ての成分が1の列ベクトルとし、e〝  

は次式で与えられる。  

eレ＝（0，‥リ0，1，0，‥・，）  
〝th  

（ 

一擁  豆＝ブ  

擁動厄の，メ（叫 乞≠ブ  
Cl、J＝  

βi，j（乃）＝〝仇ブJi，ブ（れ）  

で与えられる行列とする。このとき、到着過程を支配す  

るマルコフ連鎖の無限小作用素はα＋∑れ∈g＋皿（穐）と  

なる。また、このマルコフ連鎖の定常状態確率ベクトル  

を打とする。クラスレ（∈疋）の客のサービス時間は独  

立同一分布に従い、その分布関数をガレ（りとする。   

この到着過程は、定常なマーク付き単純点過程を任意  
の精度で近似できるMAS（MarkovianArrivalStreams）  

【2】を、同時集団到着を許すように拡張したものとなっ  

ている。  

乱行列結合二項積率   

時刻fにおけるクラス〝の系内客数をⅣレ（りとし、  

系内客数に関する行列結合二項モーメントを腰（f，m）  

（m∈Z＋）とする。すなわち、題（f，m）の（宜，j）成分は  
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4．相型サービスに対する数値計算法   

以下では各クラスのサービス時間分布は表現（軋，Tレ）  

をもつ相型であるとする。よって各クラスのサービス時  

間の補分布は次式で与えられる。  

育レ（ま）＝βレeT－レ亡e，∀レ∈疋  （3）  

ここで、β＜‘＞及びr【‘】（‘∈Z＋）を次のように定義  

する。   

β＜l＞＝β1⑳‥・⑳β1⑳β2⑳‥・⑳β2⑳…，  

ここで∫QはQ‾と同じサイズの単位行列であり、  

Jた（玩）＝K（‘1）⑳…⑳K（上た）⑳∫Q，  

璃）（㍍）＝r【lゴ】針‥⑳r【項oQ‾，  

Ⅴ㌘）（わ＝（－r【lj】）e⑳∫た＿ゴ（ヱ仙・‥，gた）⑳か（Jj）  

である。ただし∫た－ブ（ヱ什1，‥・，gた）はた－j＞0のとき  
r【l汁1】⑬ …⑳r裾と同じサイズの単位行列、か」＝0  

のとき1とした。  

補題1．巧（ブ＝1，…，た＋1）及びVj（ブ＝1，2，…，た）  

は有限の成分を持つ行列とする。このとき次式が成り立  

つ。ただし、∫は適当なサイズの単位行列とする。  
上1 ‘2  

r【11＝rl㊤‥・㊦rl⑳r2（D■・・◎r2⑳…  

上£血た上uk  

pZlZ 

上   

血1eUl叫VleU■2（u2一頃）   ll  J2  

このとき式（1）は次のように書き換えられる。   

ダた（りた）  

＝榊∫i）diag軒 ［上t血た上旬k血た－1  

・イ2毎古代（晦［叫十叫 j＝1   

・eQ‾机∂‾（Jl）eQ‾（加㌢‾虻1）∂‾（ヱ2）  

dtJた＿1‥・  

…‥ e【J七（むk一心た－1）ⅤんeU叫1（亡－uk）  

［∫0…0］  

0
0
 
 

Ul Vl  
O U2   

0
 
‥
・
0
∫
 
 －・◆  上の補題をf恥、ると∫た（りた）は次のような鱒列指数  

関数形で表現できることが示される。  

た  

拓（f，㍍）＝ロム㈲d（りdiag（汀「1  
J＝1  

） ］●‘1  

…‥eq‾（叫－uた－ 1）∂‾（ヱた）eq‾（山k   
diag（訂）  

ただし、diag（打）はその（宜，宜）要素がベクトル∬の立番  

目の要素に等しい対角行列であり、Q‾及びβ（りは  
diag（7T）－1b（l）Tdiag（7T）の行和の最大値d（l）を用い  

て次式で与えられる。   

Q－＝diag（軒1（C＋∑坤））Tdi喝（汀）  
れ∈Z＋   

D（l）＝d（lrldiag（7T）－1b（l）Tdiag（汀）  

さらに、叩）及び几（りは次式で与えられる。  

叩）＝β＜‘＞（一丁【‘】）－1e，K（り＝坤）‾1β＜‘＞（一丁【り）‾1   

クロネッカー積及び和の性質を用いると次式を得る。   

ダた（りた）  

＝帥d（…ag（小舟上t血た  

・上uk血たイ・・上V2血IeXp軒（叫  

・Ⅴと1）（緑Ⅹp［祀（わト2叫）］   

…・Ⅴ㌘叫（㍍）exp［u錐）（視た一恥1）］  

0
‥
・
0
わ
 
 

い誠）0…0］exp（Aた由）  

・diag（汀）  

ただしAた（ヱた）は次式で与えられる。  

Aた（左）＝  

祀）（㍍）Ⅴビ）（㍍）  0   

O  

U㌘）（㍍）Ⅴ㌘）（わ  

0  …  O  Q‾   

式（4）に現れる行列指数の中にある行列Aた（gi）は、  
（defectiveな）吸収マルコフ連鎖の無限小作用素となっ  

ている。従って、一様化手法を用いると、式（4）におけ  

る行列指数関数は容易に数値計算できる。  
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