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閉値確率制御における双対性  
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皿 は旺めに  

本報告では、不確実性の下で多段階にわたる最  

′j、型評価値が所定の基準値以上になる確率をマル  

コフ政策クラス上で最適化する問題を考える。  

を満たす（ご1，ご2，…，ご〃）∈ズ×ズ×‥・×ズ全体で  

ある。ここに、式（2），（3）における決定列（叫，叫，  

‥・，uⅣ＿1）はマルコフ政策汀の決定関数列を通  

して定まっている：  

叫＝町0（ご0），叫＝れ（ご1），‥．，  

叫〃－1＝町Ⅳ－1（笹Ⅳ＿1）．   

この閥値確率最大化問題に対しては、期待値問題  

に変換することなく、閥値確率自身を直接最適化  

する。   

さて、時刻乃で状態‰（∈ズ）から始まる部分  

閥値確率問題  

Max 上宝（γm∧…＜γ〃≧c）  

S・t・（i）m，（ii）m n～刃」1   （4）  

のマルコフ政策訂＝（灯れ，汀叫1，…，町Ⅳ＿1）∈叫れ）  

にわたる最大値をん（∬几）とする。ただし  

か（笹〃）会紳〃（和））・  （5）  

ここに¢は区間【c，∞）の定義関数である：  

以下、記号と用語を記す。  

Ⅳ≧2  

ズ＝（β1，β2，…，βp）  

打＝（α1，α2，‥・，αた）  

エn∈．方  

‰∈打  

γm：ズ×打→鬼1  

r〃：∬→月1  

p＝（p（・卜，・））  

p（yl∬，む）≧0  

∑y∈ズp（yl∬，祝）＝1  
c∈月1  

打＝（汀0，汀1，‥・，汀〃－1）  
n＝（訂）  

終端時刻  

状態空間  

決定空間  

時刻几での状態  

時刻乃での決定  

第㍑利得関数  

終端利得関数  

マルコフ推移法則  

＼  

基準値  

マルコフ政策  

マルコフ政策クラス  

J＝（Jo，Jl，…，JⅣ＿‘1）一般政策  

2 マル』ヲ政策クラス問題   

本報告での開催確率最大化問題職（∬0）は   

Max 環（γ0∧rl∧…∧γ〃－1∧r〃≧c）   

S・t・（i）n 耳叶1～p（・lごれ，視れ）  （1）  

（ii）n wれ∈打 れ＝0，1，‥．，Ⅳ－1  

で表される。意志決定者がマルコフ政策汀＝（訂0，  

・‥，訂〃－1）（∈叫を採用すると、最大化問題（1）  

の閣値確率は「部分」多重和  

（ニ  

if yrccc 
¢（y）＝  

0  0therwise．   

このとき、次の関係式を得る。  

補題2。皿任意のマルコフ政策汀＝（汀柁，‥．，汀〃＿1）  

と任意の〇n∈∬に対して、  

乾（rれ∧…∧γⅣ≧c）  

∑互＋1（γ刷∧‥・∧γ〃≧c）pm  
環（γ0∧rl∧…∧γⅣ－1∧r〃≧c）  

∑∑…∑plp2‥・抑  
匝1，エ2，…，エ〃）∈（＊）  

エれ＋1∈ズ  
ぴγ几≧c 

（6）  

0銑erw由e  

（2）  

（恥＝p（ご几lごn＿1，視れ＿1））  

で表わされる。ただし、多重和をとる領域（＊）は  

ro∧rl∧…∧r〃－1∧r〃≧c  （3）  

（γれ＝γれ（ェn，祝n），γ〃＝γ〃（笹Ⅳ））  

が成り立つ。 

γ乃＝γ（ご柁，‰），祝柁＝汀花（ご乃），  

灯′＝（恥仙…，汀Ⅳ＿1），恥＋1＝p（〇小舟れ，祝n）．  
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したがって、上述の補題から後向きの再帰式が  

成り立つ：   

定理2．1   

定理3．1（双対定理）  

（i）最大化問題群M＝（吼（霊n））と最小化問題  

群d＝（dm（∬乃））の最適値関数の和は常に1で  

∑ん＋1（y）p（抽祝）  Max  
叫γ（ェ，加）≧c  

ん（∬）＋んれ（諾）＝1  

れ＝0，1，…，Ⅳ，∬∈ズ．  

y∈ズ  
（13）  げ］祝；巾，餌）≧c（7）  

ん（ご）＝  

マルコフ政策汀がMに対して最適である必要十  

分条件は、それがdに対して最適であることで  

ある。  

（ii）最小化問題群m＝（mれ（∬れ））と最大化問題  

群D＝（β乃（諾れ））の最適値関数の和は常に1で  

ある：  

0兢e門〟由e  

エ∈ズ，0≦乃≦Ⅳ－1  

トご＝ 
〈三  

げγ（ご）≧c  

o兢eγび由e  

ご∈ズ・（8）   

さて、式（7）の最大（値に到達する）一年の全体  

を町ニ（ェ）としよう。すなわち、   ＼  
タn（∬）＋たn（∬）＝1  

几＝0，1，…，Ⅳ，エ∈ズ．  
（14）  

Maxに到達する叫γ（〇，祝）≧cの全体  

if］祝；巾，祝）≧c（9）  

任意の祝∈打  0兢erび豆5e  

エ∈ズ，0≦㍑≦Ⅳ－1．   

砿（ご）＝  マルコフ政策灯がmに対して最適である必要十  

分条件は、それがDに対して最適であることで  

ある。   

定理3．2（一致定理）  

（i）最大化問題群Mの最適政策がは、最小化  

問題群dの最適政策介に一致している：  

このようにして得られたマルコフ政策が＝（汀岩，  

打；，…，甘ん＿1）は最適である。  

（15）  
汀＊＝弁．   

3 双対問題  

まず、最大化問題〟0（恥）に対して最小化問題  

mo（ェ0）  

（ii）最小化問題群mの最適政策斤は、最大化  

問題群Dの最適政策斤に一致している：  

（16）  ¶■＝7r．   

min 環（γ0∧rl∧…∧γⅣ－1∧γ〃≧c）  

S・t・（i）n，（ii）n n＝0，1，・・・，N－1  
（10）  
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を導入する。次に、「上限cを聞値とする」確率  

最小化問題do（£0）   

min 環（γ0∧rl∧…∧rⅣ－1∧γⅣ＜c）   

S・t・（i）n，（ii）n n＝0，1，‥・，N－1   

および、この最大化問題か0（ェ0）  

Max 環（γ0∧γ1∧…∧γ〃－1∧γⅣ＜c）  

S・t・（i）n，（ii）n n＝0，1，…，N－1  

（11）  

（12）  

を考える。このとき、do（ェ0）をMo（∬0）の、Do（∬0）  

をmo（諾0）のそれぞれ双対問題という。   

以上、4つの闇値確率最適化問題群に対して次  

の双対性が成り立つ。  
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