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ここで，domJ＝（∬∈ZVけ匝）＜＋∞），   

supp＋（∬－y）＝（w∈Vl∬（w）＞y（w）），   

supp‾（∬－y）＝（ひ∈Vl∬（ぴ）＜y（w））  

であり，Xw∈（0，1）Vはぴ∈Ⅴの特性ベクトル  

とする．   

正の整数αとベクトルむ∈ZVに対して，′α，b：  

1 はじめに   

M凸関数は，整数格子点上で定義された関数の  
クラスとして，1996年に室田tl，2】により提案さ  
れた概念である．その後の研究により，M凸関数  

は離散凸関数として相応しい諸性質を満たすこと  

が示された．また，M凸性は様々な状況で現れる  

実に自然な概念である．線形関数や分離凸関数は  
M凸関数であるし，もっと一般的には費用関数が  
分離凸関数である最小費用流問題でもM凸関数が  

現れる．   

本稿では，M凸関数の最小化問題について考え  
る．食欲算法（降下法）を用いてM凸関数を最小化  
することができ・るが，最急降下法を用いると擬多  
項式時間で終了することが知られている．また，多  
項式時間算法が提案されているが【4】，効率的なア  
ルゴリズムとは必ずしも言えず，実用的にも遅い  

ことが実験的に知られている．本稿では，スケー  

リング技法を適用することによりM凸関数の最小  

化アルゴリズムの効率化を行う．スケーリングは  

擬多項式時間算汝を多項式時間算法に効率化する  

ための基本的な技法であり，資源配分問題や最小  
費用流問題などに対して適用されており，成功を  
収めている．一般にM凸関数はスケーリングに関  

して閉じていないが，様々なクラスのM凸関数が  

スケーリングに関して閉じている．このようなク  

ラスのM凸関数に対し，最急降下法とスケーリン  

グ技法を組み合わせた効率的な算法を提案する．  

ZV→Ru（＋∞）を  
J再（∬）＝J（α£＋b）  

と定義する．この操作をスケー  

′し  
t
．
ノ
 
 

ングと呼ぶ．一  

般にJがM凸関数であってもJα，りまM凸関数と  

は限らない．しかし，下記に述べるクラスのM凸  

関数はスケーリングについて閉じている．  

例2．1（分離凸関数）各豆＝1，…，mに対し，  
ム：Z→Ru（＋∞）は凸関数とする■βを任意  

の整数とするとき，次の関数はM凸関数である．  

〈 

∑た1〟毎）汀∬（V）＝β，  

＋∞  その他．  
J（∬）＝  

例乱2（2次のM凸関数）A＝（叫）∈RmXれを  
対称行列とするとき，2次関数  

〈 

去∬Tノkif∬（り＝0，  
＋∞  その他．  J（∬）＝  

がM凸関数となるための必要十分条件は，（豆，再∩  

（た，り＝¢なる任意の豆，j，た，J∈Vに対して叫＋  

αたJ≧min（α兢＋α弥勒＋αJた）が成り立つことで  

ある【3ト  

例2．3（ツリー型関数）Vの部分集合の族γは，  

任意のズ，y∈γに対してズny＝のまたは  
ズ⊆y，またはズ⊇yを満たすとき，層族と呼  

ばれる．層族rの各要素ズ∈γに対して凸関数  
た：Z→Ru（＋∞）が与えられていると仮定し，  

βを任意の整数とする．このとき，次の関数はM  

凸である．  

2 M凸関数とスケーリング   

Ⅴを有限集合とする．関数J‥ZV→Ru（＋∞）  
がM凸関数であるとは，fが交換公理（M－EXC）を  

満たすことである．  

（．M－EXC）∀x，y∈domf，Vu∈Supp＋（x－y），  

］v∈Supp．（x－y）suchthat   

J（∬）＋J（y）≧J（∬－Xu＋xv）＋J（y＋xu－Xv）・  

∑ズ∈丁た（∬（ズ））if∬（V）＝β，  

＋∞  その他．   
J（∬）＝  
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3 M凸関数の最小解の性質   

本稿で提案する算法は，M凸関数の大域的な最  

小性は局所的な最小性で保証されることと，α局  

所最小解の近傍に大域的な最小解が存在するとい  

う事実を利用した算法である．   

関数fの最小値集合をargminfで表す．以下，  

J：ZV→鱒∪（＋∞）はM凸関数とする・  

定理3・1（室田【1，2】）任意の∬∈domJに対し，  

J（∬）≦Jb）（∀y∈ZV）⇔拍）≦J（∬－X≠＋  

Xv）（∀叫ル∈V）．  

定理3・2（塩浦【4】）ェ∈domJはJの最小解  

でないとし，叫γ∈VはJ（∬－Xu＋れ）＝  

min。，陀VJ（∬－X。＋xt）を満たすとする．この  

とき，∬＊（祝）≦∬（可－1，∬＊（γ）≧∬（γ）＋1を満た  

す∬＊∈argminノーが存在する．  

∬。∈dqmJに対し，J（∬α）≦J（∬。＋α（xリー  

Xu））（∀叫γ∈V）が成り立つとき，霊αをJのα  

局所最小解と呼ぶ．次の定理は，α局所最小解の  

近傍にM凸関数の最小解が存在することを示して  

いる．   

定理3．3αは任意の正の整数とする．∬α ∈  

domJはJ（∬。）≦J（霊。＋α（xv－Xu））（∀叫ル∈V）  
を満たすとする．このとき，argminf≠のであり，  

l∬。（γ）－∬＊（γ）l≦（和一1）（α－1）（γ∈り  

を満たす2＊∈argminfが存在する．  

最急降下法はm＝lVトエ＝maX（ll∬－y  

∬，γ∈domJ）とおくと，0（乃3エ）時間で最小解を  

求める擬多項式時間算法である．   
次に，不ケーリング技法を用いた効率的な算法  

を提案する．Jはスケーリングに関して閉じてい  
るM凸関数と仮定する．  

算法ScALING＿STEEPEST＿DESCENT  

手順0：α：＝2「log（り4m）1，β‥＝domJとおく．  

∬2αをdomノ’に含まれる任意のベクトルとする．  

手順！：【αスケーリングフェイズ】  

関数J：Z→Ru（＋∞）を次のように定め，その  
最小解y＊をSTEEPEST＿DESCENTにより求める．  

〈 

J（∬2。＋αy）if：r2α＋αy∈β，  
＋∞  if∬2α＋αy≠且  

f（y）＝  

∬α＝∬2α＋叩＊とおく．  

手順2：α＝1ならば終了．∬αはJの最小解・  

手順3：   

月‥＝β∩（y∈ZV1  

ly（w）－∬α（ぴ）l≦（㍑－1）（α－1）（γ∈V）），  
α‥＝α／2とおく・手順1へ戻る■・  □   

算法ScALING＿STEEPEST＿DESCENTは手順1  

を「logエ／（血）1回実行する．手順3でのβの決  

め方により，手順1の実行時間は0（（471α×㍑）／α×  

m2）＝0（m4）となる．また，値エは0（m2logエ）  

時間で計算できる．よって，次の結束を得る．  

定理4．1domノーに含まれるベクトルが与えられ  

ているならば，ScALINGTSTEEPEST＿DESCENTは  

スケーリングに関して閉じているM凸関数Jの  

最小解を0（m4log（エ／m））時間で求める・  

4 アルゴリズム   

以下，JはdomJが有界なM凸関数とする．  
算法STEEPEST＿DESCENT  

手順0：∬をdomJに含まれる任意のベクトルと  

し，β：＝domノ■とおく．  

手順1：もしJ（∬）＝min叫∈VJ（∬－Xβ＋x亡）な  

らば終了．∬はJの最小解．  

手順2：∬－Xu＋xv∈βかつ  

J（∬－Xu十Xv）  

＝min（J（∬－Xβ＋xt）lβ，t∈Ⅴ霊－Xβ＋xt∈β）  
なる叫γ∈Ⅴを見つける．  
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