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経路数え上げによるネットワーク構造システムの連結安定性の定量的評価方法  
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‰（Ⅳ，可を安定連結関数と呼ぶことにする。   

m本の枝からなる単一経路グラフ、星型グラフ、閉路  

グラフをそれぞれJ㌔，Ⅳふ，qれ、そして几個の頂点から  

なる完全グラフ軋と表す。   

ネットワークⅣ＝（佑β）に対する関数β（Ⅳ，可の上  

側あるいは下側安定連結性を以下のように定義する。  

上側安定連結⇔βm（Ⅳ，た）≧1一brallた m  

下側安定連結⇔βm（Ⅳ，た）≦ト払rallた m  
定理皿為，Ⅵ勺は下側安定連結、C3，鶴は上側安定連  

結である。   

た本の枝からなる単一経路に対する任意の2頂点間の経  

路の本数を∫（た）本と表すと、次の定理が成立する。  

定理2  

（3）  ∫（転）＋β（た2）≦β（如＋た2）  

なお上の関係（3）は2つのグラフが単一経路より一般的  

な木に対しても成立することを付け加えておこう。   

ここでβm（Ⅳ，た）の最大値と最小値をそれぞれ  

吉宗（Ⅳ，呵、空聖（Ⅳ，た）のように表す。このときいくつか  

の特殊なグラフに対しては、上記の関数が次の定理のよ  
うに得られる。   

定理3月，l，仲㌦，㍍に対しては、以下が成立する。  

1．はじめに  

交通道路網を構成する道路ネットワーク、電力送配電  

網を構成する電力ネットワーク、都市ガス供給網を構成  

する都市ガスネットワーク、水道供給網を構成する水道  

ネットワーク、等々、ネットワーク構造を有するシステ  

ムはわれわれの日常生活の周囲にも数多く存在し、いず  

れもわれわれの生活にとって重要かつ不可欠なライフラ  

インネットワークと呼ばれている。本稿では、このよう  

なネットワークシステムの安定連結性を定義した上で、  

特殊な構造を有するいくつかのネットワークに対してそ  

れを明示的に示し、それらの特性に関する結果を示す。  

2．ネットワークの安定連結性  

頂点集合をV、枝集合をβとするネットワークⅣ＝  

（竹現において、項点の個数、枝の本数をそれぞれIyl＝  

れ，圃＝mとする。またネットワークⅣ＝（町β）の  

枝は無向枝とする。ネットワークⅣ＝（竹属）におい  

て、異なる2つの頂点を結ぶ経路は全部で撃組だ  

け存在する。いまm本の枝のうちた本を除去した場合  

に得られるネットワークにおいて、異なる2つの頂点  

を結ぶ経路の本琴をcm（Ⅳ，呵と表す。そしてc，れ（Ⅳ，た）  

のcm（Ⅳ，0）に対する割合をβm（Ⅳ，可と表す。すなわち  

∬＝（1，2，…，m）に対して  

Cm（Ⅳ，た）  （た－m）（た－m－1）  
（1）   βm（Ⅳ，た）＝   た∈∬  

（4）吉宗拷n，た）  

（5）空也（J㌔，た）  

（6）βm（軋，た）   

（7）苫蒜（Gm，た）  

Cm（Ⅳ，0）   m（m＋1）  

吉宗（j㌔，た）  

とする。枝を全く除去しない場合の異なる2つの頂点を結  

ぷ経路の本数は撃 であるので、Cm（Ⅳ，0）＝寧声  
となる。したがってβm（Ⅳ，た）については、次の関係が  

成立する。  
た＝1  

馬首（j㌔－1，た－1）た≧2  

1  た＝1  

βm（f㌦－1，た－1）た≧2   

2cm（Ⅳ，た）  
（2）0≦βm（Ⅳ，た）＝   ≦1   た∈∬  

れ（和一1）  （8）βm（G，l，可  
ここで注意すべきことは、一般にcm（Ⅳ，た）あるいは  

βm（Ⅳ，た）の値は1通りではない、すなわちネットワーク  

Ⅳ＝（叫β）に対するたの関数βれ（Ⅳ，可＝（βm（Ⅳ，り）  

は1価関数ではない。ネットワークⅣ＝（竹旦）のm本  

の枝のうちた本を除去する場合、除去の仕方によって得  

られるβm（Ⅳ，可の値は異なることがある。関数  

関係式（4）は、m本の枝からなる単一経路においてた  

本を除去した場合、総計m－た本の枝からなる単一経  

路の集合が得られるが、このような単一経路の集合のう  

ちで2頂点間の経路の本数が最大となるのは、定理2よ  

りm－ゐ本の枝が単一経路をなす場合であることから  
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得られる。一方、関係式（5）は、総計m－た本の枝から  

なる単一経路の集合のうちで2頂点間の経路の本数が最  

小となるのは、定理2よりm－た本の枝ができるだけ  

多くの個数の単一経路の集合に分割される場合であるこ  

とから得られる。関係式（7）は、m本の枝のうち1本を  

除去した場合、m－1本の枝の単一経路が得られ、グラ  

フが連結となることによる。2本以上を除去した場合、  

単一経路の場合と同様となる。   

一般にqれ，lγm，君れに対しては、次の定理が成立する。   

定理4f㌦，軋は下側安定連結、Gれは上側安定連結  

である。  

同一の枝の本数mを有する2つのネットワークⅣ＝  

（折居）とア＝（町ダ）に対する2つの関数β（〃，た）と  

g（r，た）が与えられたとき、任意のt∈g（Ⅳ，た＝こ対して  

t′≦f，f′∈β（ア，た）が存在し、かつ任意のf∈∫（ア，た）に  

対してf≦t′，f′∈β（Ⅳ，りが存在するとき   

（9）  ∫（Ⅳ，た）とβ（ア，た）   

と書くことにする。さらに、すべてのた∈∬に対して  

式（9）の関係が成立するとき   

（10）   上㍍（〃）とβ」（Ⅳ′）  た∈∬   

と書き、ネットワーク〃＝（竹β）はネットワークア＝  

（町ダ）より上位安定連結であるという。以上の前提に  

基づくと、次の定理が成立する。   

定理5 ふl（Gれ）と5㍍（軋）とβm（j㌔）   

3．安定連結関数の諸特性  

実際のネットワークが与えられた場合、安定連結関数  

ふn（Ⅳ，りを求めるには、2丁れ個のネットワークに対して  

すべての経路の本数を求めることになるので、膨大な計  

算量を要する。本節では、頂点の個数、枝の本数をそれ  

ぞれIVl＝れ，圃＝mとする任意の与えられたネット  

ワーク〃＝（竹β）に対して、安定連結関数島n（Ⅳ，た）  

に関する有用な情報を得るためのいくつかの手法につ  

いて述べる。まず与えられたネットワークⅣ＝（竹β）  

においてすべての枝の容量を1（単位量）として、任意  

の一つの頂点をソースに選び、他のすべての頂点をシ  

ンクとするれ－1個の最大ネットワークフロー問題を  

解く。このようにして得られたそれぞれの最小カットの  

容量を℃，豆＝1，・‥，れ－1とするとき、これらの最′ト  

値を‰血＝min（℃）と表す。このとき、安定連結関数  

畏れ（〃，た）において最大値が最初に1・0より小となるた  

めの枝の除去本数、そしてまた安定連結関数J㌦（Ⅳ，た）  

において最小値が最初に1より小となるための枝の除去  

本数については、次の定理が成立する。   

定理6   

（11） max用言蒜（Ⅳ，た）＝1）＝ m－れ＋1  

（12） min（堰聖（Ⅳ，た）＜1）＝ 孔血   

頂点の個数乃、枝の本数mのネッ●トワーク〃＝（竹句  

に対して、m本の枝のうちのた本を除去する仕方の数  

は、m個のものからた個を取り出す場合の取り出し方の  

数C（m，た）＝ポ告師だけ存在する0これらの枝の除去  

の仕方が同じ確率で発生するとした場合の（βm（〃，たけ  

の期待値を㌫（Ⅳ，た）＝β（βm（〃，たけと表し、期待安定  

連結関数と呼ぶことにする。期待安定連結関数克（〃，た）  

に対する期待安定連結性を安定連結関数の場合と同様に  

次のように定義する。  

上側期待安定連結⇔㌫（〃，た）≧ト旦bral用 m  

下側期待安定連結⇔㌫（〃，た）≦ト 
上の定義に基づくと、安定連結関数が上（下）側安定連  

結ならば、上（下）側期待安定連結となることから、次  

の定理が直ちに得られる。  

定理7島l，Ⅵ㌦は下側期待安定連結、Gれ，∬mは上側  

期待安定連結である。   

3．応用  

本稿で取り上げたネットワークの連結安定性の定量的  

評価方法は、現実の電力、ガス、水道、道路、情報通信  

等のネットワーク構造システムの連結安定性を定量的に  

評価するのに利用可能である。すなわちそれぞれのネッ  

トワーク構造システムの一部分が故障、破壊、破損等に  

よって利用不可能となったとき、システム全体としての  

連結安定性がどのように、そしてどの程度変化するかを  

定量的にみようとするものである。  
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