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ニュートン型手法の局所収束性について  
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2 Newton型点列とその収束性   

この節では，本発表で考察するニュートン型点列の  

定義を行い，その点列の収束性を議論する．   

ます，ニュートン型点列を以下のように定義する．  

1 はじめに  

非線形方程式  

ダ（諾）＝0  
（1）  

の解法として，ニュートン法およびその派生手法は非常  

に有効である．Fは月mから月↑lへの連続的微分可能な  

関数とし，以下では問題（1）の解集合∬⊆月mは空でな  

いとする．   

これまでに提案されている多くのニュートン型手法  

は，問題（1）の解におけるF′（ェ）の正則性の仮定の元で，  

超一次収束することが保証されていたが，最近，ダ′（ズ）  

の正則性が成り立たなくても．超一次収束する手法が提  

案されている【1，2，3］．そのような手法では，ダ′（ご）の  

正則性の代わりに，ダが局所的にエラーバウンドとなる  

ことを必要としている．ここで，局所的エラーバウンド  

性は以下のように定義されている性質である．  

定義2．2月列（（㌔，呵）が以下の性質を満たすと  

き，点列（（ヱん，dん））をニ ュートン型点列と呼ぶ．  

IldんII＝ 0（膵（ヱん川）（2）  

膵′（㌔）dん＋ダ（ェ鳥川 ＝ 0川ダ（ごた川）・（3）   

さらに次の条件が成り立つとき，点列（（㌔，呵）を  

強ニュートン型点列と呼ぶ．  

膵′（㌔）d尤＋ダ（ェ鳥川＝0（膵（∬ん川2）（4）  

この定義において，条件（2）は膵（㌔）lげ′トさくなるよ  

うな解の十分そばでは，＝d¶も小さくならなければな  

らないことを意味している．条件（3）は，d克とニュート  

ン方向鳴‥＝－F′（㌔）‾1ダ（㌔）とのずれが，′トさくな  

ければならないことを意味している．   

次に，ニュートン型点列の収束性を議論する．その  

ために，まずダに対する微分可能性の仮定を与える．  

定義1．1〃⊆月れかつ芳∩〃≠¢とする．このと  

き次の不等式を満たす正の定数αが存在するとき，  

ダは集合〃上で方程式（1の局所的エラーバウンド  

を与えるという．  

αdist（諾，∬）≦‖F（可Il∀∬∈Ⅳ  

仮定2．1ダは微分可能で，ダ′は局所的リブシッソ  

連続である．  ある解孟においてダ′（ご）が正則であれば，孟は問題（1）  

の孤立解であり，Fは点盆の適当な近傍上で局所的エ  

ラーバウンドとなる．その道は必ずしも成立しないので，  

Fが局所的エラーバウンドとなるという条件は，解にお  

けるダ′（∬）の正則性よりも緩い条件である．   

本発表では，まず，〔1，3】で提案されている手法が共  

通に持っている次の性質に着目する．  

陣It ＝ 0（膵（霊長川）  

膵′（㌔）d尤＋ダ（㌔）Il＝ 0（膵（㌔）11）   

ここで，点列（㌔）は∬帖1‥＝∬た十dんで生成されてい  

るとする．次に，上記のような性質をもつ点列が，ダの  

局所的エラーバウンド性の元で，超一次収束することを  

示す．さらに，Levenberg－Marquardt法（LM法），正則  

化法，内点法によって生成された点列が，上記の性質を  

持つための十分条件を与える．  

この仮定のもとで，次の定理が成り立つ．  

定理2．1（（ヱた，dり）をニュートン型点列とし，（ヱり  

は有罪とする．さらに，仮定g．Jが成り立つとす  

る．このとき，膵（∬0川が十分小さければ，点  

列（膵（㌔）lけはβに超一次収束する．さらに，  

（（∬烏，dた））が強ニュートン型点列であれば，点列  

川ダ（∬ん川）はβにg次収束する．  

証明．（㌦）の有界性と仮定2・1より，   

膵（㌔＋dん川≦岬′（ェた）dん＋ダ（芯た川＋clld畑2  

となる正の定数cが存在する．（（㌔，dん））はこユートン  

型点列なので，  

膵（ご頼1川≦0（膵（ごた川）＋0（膵（ェた川2）  
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き，行列F′（ェり＋／↓んJは正則となり，嶋を一意に求め  
ることができる．   

次に，正則法で生成される点列（（∬ん，d餌）がニュー  
トン型点列となる条件を与える．  

となる．よって，膵（諾0川が十分′トさければ，点列  

（膵（諾ん）Il）は0に超一次収束する．定理の後半も同様に  

して証明することができる．  □   

次に，点列（㌦）の超一次収束性を示す．  

定理3．4次の不等式が成り立つとする．促走g．J  

が成り立ち，ダはn（ヱ0）nX≠¢であるような訂0  

のある近傍n（ヱ0）上で「Jノの局所的エラーバウン  

ドを与えるとする．さらに次の不等式が成り立つと  

する．  

・・（吋）・裾刑≦0（品）（6）  

もし，ご0が十分解に近ければ，点列（（㌔，d餌）は  

ニュートン型点列である．  ロ  

定理2・2（（ェん，dん））をニュートン型点列とする．さ  

らに，仮定2．Jが成り立ち‥Fはn（ご0）∩芳≠¢であ  

るような∬0のある近傍n（ェ0）上で「りの局所的エ  

ラーバウンドを与えるとする．このとき，膵（諾0）ll  

が十分′トさければ，点列（dis申た，ズ））はβに超一  

次収束する．さらに，（（昔ん，dりiが強ニュートン型  

点列であれば，点列（dis巾ん，ズ））はβに2次収束  

する．  □  

3 ニュートン型点列を与えるアルゴ   

リズム   

ここでは，LM法，正則化法，内点法がニュートン  

型点列を生成するための条件を与える．   

3．1 LM法   

LM法の探索方向魂凡才は，線形方程式  

（ダ′（㌔）TF′（ェん）＋伸イ）d＝－ダ′（∬ん）Tダ（£た）（5）   

の解として与えられる．ここで（〃七）は非負のスカラー  

列である．   

LM法に対して次の定理が示すことができる．  

ダが単調関数で机＝膵（ェ烏）llのとき，この定理の仮定  

（6）は成り立つ．   

3．3 内点法   

内点法は，本来，凸計画問題め解法であるが，一方  

で，凸計画問題のKarush－Kurn－Tucker粂イ牛から導出さ  

れる方程式系に対するニュートン法と一種と考えること  

ができる．そのため，主双対内点法によって生成される  

点列についても，ニュートン型点列となるかどうかを議  

論することができる．なお，紙面の都合上，詳細は当日  

発表する．   
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