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1．はじめに   ここであ＝0（均一な茶筒型分布：図1－1）でのェの確  

率密度をム（ヱ）とし，α＝0（切片ゼロの揺鉢型分布：図  

1－2）での∬の確率密度をゐ（∬）とし，α＋b月＝0（都  

市境界で密度ゼロの三角帽型分布：図1－3）でのェの  

確率密度をム（∬）とすると，次の通りである：  

抽）＝芸； 柚＝； 紳＝一・  
3者の間には次の関係がある：  

（3）  

3ム（∬）＝2ノら（ヱ）＋ム（ェ）．  （4）  

またJ（∬）はこれら3者のうちの2つの要素の1次結合  

で表現できる・例としてJ（芳）をム（∬）とム（ェ）との1  

次結合  

J（∬）＝入ム（ご）＋〃ム（ご）  （5）  

で表現するには  

半径月（＞0）の円盤都市を考え，円盤の中心を原点  

とする極座標系（∬，ので線形の人口分布  

β（∬，の＝α＋む∬（0≦∬≦月，0・≦♂＜2汀）（1）  

を想定する．pが鋸こ依存しない設定から明らかなよ  

うに，これは回転対称な人口分布である．ここでは  

α≧0かつα＋む月≧0（人口密度は区間（0，月）で非負）  
で，αとみがともにゼロであることはないものと約束  

しておく・（1）は（α，む，月）の値によって，図1の如くに  

5通りの人口分布形状を提供する．本研究は円盤上の  
あらゆる2点間の移動が人口密度に比例して発生する  

ものとし，2点間の直線距離uの平均値屯を算出する  
ための技術を提供し，その背後に在る構造に言及す  

る．本研究の結果は，都市の移動に関わる規範的な数  
理モデルを作成してゆく上で有用なものと思われる．  

2．線形人口分布の構造   
3α  2む属  

まず（1）に基づいてごの確率密度函数J（∬）を計算し  

ておく：  

入＝  
（6）   鮎＋う摘，〃＝ 諒i如元・  

6（αご＋ぬ2）  
とすればよい．  

乱 平均距離の素朴な計算  

J（ご）＝   
月2（3α＋2む月）●   

タ（β）をβの確率密度函数とするとき，同時密度  

J（∬）タ（β）をもつ独立な2点PとQの間の距離をuと  

し，その平均値を求めたい．このとき分布の対称性  
により，一→方の点タをある角度に固定してよい：  

P＝（ェ，0），¢＝（肌♂）・   （ア）  

さらにβが【0，可の一様分布に従うとしてもー般性は  

失われない：  

タ（β）＝（0≦∂≦叶  （8）  

祝は余弦定理によ■って  

む（ヱ，y；♂）＝輌  （9）  

と表現される．   

以上の設定の下で，（5）の関係を用いた平均距離兎  

の計算を行うと次式に帰着する：  

1．茶筒  

（α＞0，む＝0）  

2．揺鉢  
（α＝0，む＞0）  

2′．上げ底掃鉢  

（α＞0，ム＞0）  

●－－一－－一一■－－－－ －－－●  

3・三角帽  3′．上げ底三角帽  
（α＞恒＜0，α＋ふ月＝0）（α＞0，b＜0，α＋み月＞0）  

図1線形人口分布の5つの類型．  

面＝上月上月上汀  
Ⅶ（∬，y；♂）J（軍）J（y）g（β）血如d♂  

入2勘1＋セ入〝勘2＋〃2毎2．  （10）   
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ただし，上式の毎の定義は次の通りである：   

勘1＝（図1－1の茶筒型分布に従う  

2点間の平均距離）  

4．級数展開法を用いた平均距離の計算   

今度は【3，4】の“放射対称な人口分布に対する平均  
距離の級数展開公式”を用いて由の導出を行おう．勿  

論その結果の数値は前出と全く等価であるが，実時級  

数展開による結果は，線形人口分布の平均距離を操作  
する上で有用な構造を与えてくれるのである．   

今回の平均距離引ま  

柚）＝／ェ2m掴血，   甲）  

Cm（ヱ）＝／ヱト2m′（抽   
（23）   

Am ＝ ＜〇ト2m凡．（ご）＞」㌦（0）＜Jl●2m ＞  

＋Cm（月）＜∬2m＞－＜∬2mGm（ェ）＞  

（24）  

と定義するとき（この場合，記号＜・＞はば（・）仲）血  
を意味する），  

／／／  
髄ム（ェ）ム（y）タ（β）血dydβ；（11）  

面12 ＝（図1－1の茶筒型分布に従う点から  

図1－2の拝鉢型分布に従う点への  

平均距離）  

／／／  
可1（ェ）ム（y）g（β）血dydβ；（12）  

勉 

2点間の平均距離）  

／／／  
視力（∬）ゐ（y）g（β）血dydβ（13）  

勘1は次で与えられることが分かっている【1，2卜  

毎＝月到・905415凡  （14）  

他方面12と缶22についてはきれいな形では求められてい  

ないので数値積分を行った：   

兎12巴0．952153月；面22⊂ゴ0．993261月．（15）  

同様に旬13（茶筒一三角帽平均距離），包23（摺鉢←三角  

帽平均距離），恥3（三角帽一三角帽平均距離）について  

は（4）に基づいて積分を定式化することによって次の  

通りに算出される：  

包13 ＝ 3勘1－・2面12巴0．811939月  （16）   

屯23 ＝ 3包12－2兎22⊂ご0．869935月  （17）   

毎3 ＝ 9包11－12兎12＋壷22＝ゴ0．695948凡（18）  

既出の平均距離の間には次の大小関係がある：  

毎3＜包13＜面23＜包11＜匂12＜缶22・ （19）   

他方，uの2乗の平均値＜髄2＞は簡単に  

＜u2＞＝上月上月上汀軸）′（y）g（β）血dydβ  

包＝  
（2m－3）！！  

Am   （25）  

なる無限級数で表現できることが分かっている【3，4l．  

上式を計算し整理すると（過程は少しく煩雑なので割  

愛する）次の結果を得る：  

3α（6α＋5むR），  2ム月（7α＋舶用）  
包22．（26）  面＝  

2（3α＋2む月）2‾▲▲■ 3（3α＋2む月）2   

ただし恥1は（14）の通りであり，由22の方は次式の様に  

導出される（その数値は（15）右式に記した通り」）：  

〉2・（27）  包22＝月  
（2m－3）！！  18   

2†れm！   

（26）と（10）は同じ屯の別な表現である（勿論（26）の方  

がたった2つの要素面11と屯22で表現できている点で気  

が利いている）．だから（26）と（10）の右辺同士を等号  

で結ぶことによって，包12を包11と包22の1次結合で表  

現できる・さらに（16），（17），（18）ならびに（5）と併  

せ用いれば次が判明する：  

図1に登場した全ての類型ペア間の平均距  

敵を屯1と匂22の1次結合で表現できる．  

これは操作上の大きな特長であると言ってよい．   

こうした次第により，（27）を（14）同様の簡潔な表  

現（た旦／汀）に帰着させられれば（なお更に）有難い（実  

用上は本稿の内容で十分）．これは今後の課題である．  
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