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Threshold－basedservicepolicieshavebeen叩Pliedbymanyauthors七OqueuelngSyStem5aSPOliciesto  
COn七roIservicerate，numberofserversoTVaCa・tion，andproved七obeoptimaltosomequeuelngSyStemS．In  
thispaperweconsidera■threshold－basedservicepolicyforaqueueingsystemwithtwoqueues：QlandQ2，  
twohomogeneousserverSandin鮎Iitebu蝕rcapacities・ThearrivalprocessesinQiisaPois＄Onwithrate入i，  

andtheservice七imedistributionatQiisexponentialwith七heparameterpi・Thetwocon七ro11占velsv（≧0）  

andN（≧v）arese七upinQ2・甘heservicepolicyisasfollows．   

（1）・A七eachepochofservicecomple七ioninQl，（i）whenthe七woserverSallserveinQl，ifthenumber  

ofcustomersinQ2eXCeeds七he七hresholdv，theserverswitchesitsservice■tOQ2，Otherwiseitcontinuesto  

servethecustomersinQl；（ii）whenthetwoserversserverrespectivelyinQlandQ2，ifthenumberof  

CuStOmerS・inQ2eXCeedsthethresholdN，theserverSwitchesitsservicetoQ2，Otherwisei七COntinuesto  

servethecustomersinQl・（2）・A七eachepochofservicecompleもioninQ2，（i）whenthetwoserverSal1serve  

inQ2，ifthenumberofcustomeTSinQ2dropsbelowthethresholdN，theserverswitchesitsservicetoQl，  

Otherwiseitcontinuestoserve七hecustomersinQ2；（ii）whentheもwoserversserver■re＄peCtivelyinQland  

Q2，ifthenumberofcustomersinQ2dropsthethresholdv，もheserverswitchesitsservicetoQl，Otherwise  

itcon七inu萬tOServethecustomeTSinQ2・（3）・Theseiverdoesnotidleiftherearecustomerspresentat  
eitherquepe・Theserviceis鮎sモーCOme一鮎sモーSerVedwithineachqueueandnon－Preemptive・   

Ⅵ屯derivethegenera七ingfunctionsofthejointsね七ionaryq11eue－1engthdistribution，andcalculatethe  

meanqueuelengthsandthemeanWaitimg七imes・  

2．Ge皿即a五五mg凪mc七五①meqⅧa也五①mS   

Letpi≡入i／FLi，i＝1，2・Thesystemisergodiciぼp≡Pl＋p2＜・2．LetQi（i）－bethenumberofcustomers  

Waitingfors6rviceinqueueQiattimei，andJ壱（t）thenumberofserversservinginqueueQiattimei．Then  

（（Il（t），h（t），Ql（t），Q2（t）））t≧Oisanirreduciblecontinuous－timeMarkovchain．Wedenoteitsequilibrium  

proba・bilitiesby‡裾，n，m，0≦i＋j≦2；n，m≧0），七hatis，  

裾叩＝蕊P（（埴），ゐ鮎Ql軋Q2（り）＝鋸，穐，m））・  （2・1）   

Fbr］zl≦1，lwI≦1，definerespec七ivelytwo－dimensionalgeneratingfunctions a．ndone－dimensional  

generatingfunctionsasfouows  
乃m 翫（z，W）＝∑芝0∑諾＝0恥，mZび，ゆ血（z）＝∑芸0恥，mZれ， 盲＝0，1，2；0≦m≦凡（2．2）  

Thenwederivethefo1lowlnggeneTa七ingfunctionequations，   

α0（z，W）翫（z，W）＋出動（z，W）＝2〃2∑霊＝。（血m（ヱト血m（0））wm＋拘∑だ＝。（¢1m（zト¢1m（0））ぴm  
＋2〃2恥0，0＋机pl，0，0一入2叩0，l  （2．3）   

α1（z，W）沌1（叩）＋2押切2（g，W）＝－2脚∑だ＝。仙m（zト血m（0））wれ叫1W∑だ＝。（ゆ1m（z卜¢1m（0））wm  
＋〃ぴ∑㌫＝0仲1㌍（zト軌m（0））wm＋2〃け∑㌫＝。仲2m（z卜¢2m（0））wm  
旬2軍1，0，0＋2JJl軍ね，0，0＋入1ZWpo，1＋人2ZWpl，0  （2．4）   

α2（z，W）畑2（ちび）＝〃2∑㌫＝0仲1m（z卜¢1m（0））wm十和1∑㌫＝0仲2，n（ヱトゆ2m（0））ぴm＋入1Zpl，0，（2．5）  
wbere α0（ち触）＝2／J2（1－ぴ）－ぴ（入1（1一之）＋Å2（1－ぴ）），  

α1（z，ひ）＝〝2（1－W卜w（入1（1一っ）十人2（1－W）＋〃り，α2（z，W）＝入1（1－Z）＋入2（1－ひ）＋2〃ト  

Furthermore，明havethefo1lowmgequationsforone－dimensionalgeneratingfunctions，   

侃（z）血0（z）＝2J▲2pO，0，1＋机pl，0，1＋入2恥1，   

仇（z頼肋（z）＝入2せ0（m－1）（z）＋2脚0，0押＋1＋〝1軋0押＋1，1≦m≦Ⅳ－1，  （2、6）   
β1（z）血（z）＝2〝2血0（z）－2仰叩，0－〃1恥0＋机明叶0，1＋恥1叩2，0，1＋入1gpO，1＋入2■勒0＋仰（pl，0，1∂（掴）  

＋軌1（z）古（匠0））＋2〃1Zb2，0，l毎＞0）＋中21（z）∂‡v＝0）），  
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β1（z軌m（z）＝2〃2血m（z）●＋入2Z¢1（m－1）（z）＋〃2Z軸m＋1）（z）古（m吊＞可＋2出頭2（m＋1）（z）古（m＋拗）－2〃2恥m  

＋〃2叩1，0，叫1Ji叫1≦v）一拍軋0卿＋2〃りp2，0，叫1J（m＋1≦小1＜m＜Ⅳ－1，   
戌（z）¢加（z）＝〃2軌0（z）－〃2pl，0，0－2〃1p2，0，0＋入1叩1，0，   

戌（z津2m（z）＝〃2¢1m（z）十人2Z¢2（m－1）（z卜仰1，0，m－2〃1玖0，m，1≦m≦v，   
偽（z頼2m（z）＝入2¢2（m－1）（z），V＜m≦Ⅳ，  

where  A）（z）＝入1（1－Z）＋入2＋2p2， β1（z）＝Z（入1（1－Z）＋入2＋p2卜pl，（1－Z），  
戯（z）＝Z（入1（1一之）＋入2）－2JJl（1一之）， 偽（z）＝入1（1－Z）＋入2＋2JJl．   

3．Determinationofthefunctionequations  

Inthissection，Wedeterminethetwo－dimensionalgeムeratingfunctionsqli（z，W），i＝0，1，2．  
Theoreml．Ifp＜2，thenforeveryfixedlz［≦1，  

（i）αi（z，W）hasexa・Ctlytwozerosyi（z），  Wi（z）fori＝0，1，andα2（z，W）hasexactlyonezeroy2（z）．  

（入1（トz）＋入2＋i机＋（2－i）〝2）2－4（2－i）入相2  叫‾叫1＋（2珂〝2 
研（z），叫（z）＝ 2入2  

＋   

吊1‾g）＋入2物1  
∽（z）＝  入2   

，i＝0，1，  
2入2   

（ii）The2ierOSyi（z），i＝0，1，2arein［w［＞1，a・ndwi（z），i＝0，1areinlwl≦1・Furthermore，Wo（z）≠wl（z）．  

（iii）wi（z）isanalyticinlzl＜1andcontinu6usinlzl≦1fori＝0，1・   

Usingthezeroswi（z），i＝0，1andtheequations（2・6）－（2・9），WeObtainthematrixequa．tion  

ルl（z）（H（z）－Ⅲ（0））＝ど（z）P＋に（z）ア，  
（3・3）  

where 口（z）＝（nT（z），Ⅲ；（z），血〃（z））丁，P＝（印，ア㌻，巧）丁，ア＝b叩，恥1，玖0）丁，  
and   托（z）＝（宙iO（z），…，宙iⅣ（z））丁，i＝0，1， Ⅲ2（z）＝（せ20（z），…，宙2v（z））丁，  

乃＝b刷0，…，p刷〃）丁，iこ0，1，乃＝（鍾，0，0，…，p2伽）丁∴  
Theorem2・delJM（z）hasexactlyN＋v＋3zeroszi，i＝0，‥・，N＋v＋2inlzI≦1．Especialy，Zo＝1．   

UsingtheN＋v＋2zerQSZi，i＝1，…，N＋v＋2，thenormalizingcondition宙0（1，1）＋Q，1（1，1）＋せ2（1，1）＋  

Po，0＋po，1＋pl，0＝1andthestationaryequations：  

（入1＋入2＋〃りpl，0±入1恥0＋2J▲1p2，0，0＋〃2pl，叩，  

（入1十人2＋〃2）po，1＝入2p叩＋〃1pl，叩＋2I▲2pO，0か   （入1＋入2）po，0＝〃1pl，0＋〃2勒1，・  
（入1＋入2＋2J▲2）抑0，m＝入2p叩，爪－1＋〝1れ0，m＋1＋2JJ2pO，0，m＋1，0＜m＜Ⅳ－1  
（入1＋入2＋2／▲2）恥0，0＝入2恥1＋机pl，0，1＋2〃2pO，0，1，  

weobtaina．matrixsystemwith2N＋v＋6equationsfortheunkn0wnCOnStantSP，アasfo1lows，  
Q【PT，叶＝  

（3・4）  

wherel′＝（0，‥・，0，1）Tisan（2N＋v＋6）－dimens10nalvector・SoIvingthesystemandsubstitutingthe  

solutioninto（3．3），示eobtaintheone－dimensionalgeneratingfunctions¢im（z），i＝0，1；0≦m≦Nand  

中2．n（z），0≦m≦v，a．ndthensubstitutingthesefunctionsinto（2・3）－（2・5），WeCanfinauydeterminethe  

two－dimensionalgeneratingfunctionsqli（z，W），0≦ir≦2・  

4．Themeanqueuelengthsandmeanwaitingtimes  

ThemeanqueuelengthsE［Qi］andmeanWaitingtimesE［WJforthequeueQi，i＝1，2canbecalculated  

bythefo1lowlngfomulae，  

呵Ql】＝∑た。孟叫り）】z＝1，・  呵Q2】＝∑た。孟叫1ル）1ぴ＝1，  

呵叫≧響，  判明＝響・  
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