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乗法計画問題は解ける里  

筑波大学  久野誉人   KunoⅧ、abhito  

且。 ほじめに  

演算としての静け算，割り算には本質的な違いはない  

が，関数の穏を段通化する乗法計画法と比を最適化する  

分数計画法の間には極めて大きなギャップが存在する．  

分数計画法に関しては，CharnesとCoopeF【1】による  

62年の古典をはじめ，すでに9百膚を遇える文献が出版  

されている阿が，乗法計画法の方は，研究の始まりこそ  

66年（紬arup【9】）と分数計画法に匹敵するものの，今  

もって百膚の給文を数えられるかどうか疑わしい．問題  

への需要の差を反映しているとも考えられるが，乗法計  

画問題が最も単純なものでさえ手に負えない（と信じられ  

ている）多趣大域的壊適化に屈している点もーつの理由で  

あろう．しかし，計算磯資源の価格破壊が進んだ今日，  

「大域的最適化問題＝解けない」という図式は最早，過  

去のパラダイムにすぎない．本職では，解けるという事  

実が問題への新たな需要を産むことを期待しつつ，乗法  

計画法における大域的最適化の現在について報告する．   

望。分数計画問題と乗法計画問題  

最もシンプルな2つの問題について考えよう：  

画問題（1）り方はちょっとした変換で線形計画問題に審  

き換えることができ，しかも変数が1つと制約式がn＋1  

個増えるだけ【1】なので内点法を使えば多項式時間のうち  

に答が求められる．解の候補となるβの端点の歎は間邁  

規模（m，乃）の指数関数であるのに，どうして内点法のよ  

うな局所的最適化によって解が得られるかと言うと，（1）  

の目的鯛致ムは準凹であると同時に準凸関数でもある  

からだ・残念ながら，乗法計画問題（2）の目的関数あは  

（3）の条件下で準凸性を満たさない．従って，最適解を見  

つけだすには侯禰の一つ一つを吟味しなければなず，最  

悪の場合には指数時間の計算量が必要となる【7】．   

凱 乗法計画問題も多項式時間で解ける  

しかし，最悪計算量が指数時間だからと言って悲観す  

るのはまだ早い．シンプレックス法も指数時間アルゴリ  

ズムだが，その効率性を否定する人はいないだろう．実  

は（2）の乗法計画問題も，そのシンプレックス法妄使っ  

て平均的には多項式時間で大域的に最適化できる．   

補助変数モを導入して  

ダ（葦，モ）＝（耳記＋71）ぞ＋（据妻＋Ⅵ）／∈ （5）  

と定義すれば，任意の詔∈βに対して  最小化 ム（荘）＝（ギ詔＋71）／（耳雷＋72）  

条 件 韮∈β，  

馴、化 あ（雷）＝（¢T記＋71）・（¢ぎ妻＋72）  

条 件 立∈か．  

（1）  

（¢T雷＋71）（ギ詔＋72）  min（ダ（召，モ）1く＞0）＝2   

（2）  

が成り立つ．従って，問題（2）は1変数関数  

柑）＝miniダ（立，モ）匝∈β）   （6）   

のぞ ＞ 0における大域的最小点モ申を求める問題に等  

価である．ところが（6）の右辺はただの線形計画問題な  

ので，ぐは感度分析などで使われるパラメトリック費用  

シンプレックス法で簡単に見つけだすことができる．実  

際，入＝く／（モ十1／く）とおき，その値をゼロから1まで  

変化させながら線形計画問題  

ただし，βはmx門衛列Aとmベクトルあが定義する  

有界な凸多面体i葦∈凪nl舶≧あ）とし，簡単のため，  

オ缶＋7i＞0，∀詔∈β  （3）   

を仮定しておこう．この条件のもとでは，どちらの目的  

関数も準凹，つまり任意の2点詔，即∈捌こ対して   

′【人妻＋（1一入）詞≧血nけ（詔），′（野）），∀入∈【0，1】（4）   

を満たす．このことは，（1），（2）ともかの靖一点の中に最  

適解が存在することを意味するが，端点の致は恐ろしく  

多いので，効率のよいアルゴリズムを設計しようとする  

際にはネガティプな情報でしかない．ところが，分散計  

最小化 入（er詔＋71）＋（1一入）（cぎ霊＋72）  

条 件 音∈β  

を解けば，ぐとともに¢の局所最小点のすべてを知るこ  

とができる．このパラメトリックシンプレックス法に必  
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を解く．これは線形計画問題なので簡単に解けるが，  

航（モi）≦logモi，∀くi∈障，Ⅶき】   

が成り立つので，その最適値は（10）の下界値となり，限  

定操作に用いることができる．   

30年も昔の方法だが下界債強化を工夫することで，わ  

ずか150MHzのワークステー㌣ヨン上でも（m，町p）＝  

（260，150，10）の問題（7）を40秒程で大域的に最適化す  
ることができる【6】．大域的最適化と開くと及び腰になり  

がちだが，乗法計画問題は解けるのである．様々な分野  

への応用を期待したい．  
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高々2題解く程度であることが確かめられている【4】．   

4．乗法計画問題はまだ解ける  

問題（2）の解けることがわかれば，今度は1つの比に  

分母と分子しかない分数計画問題では考えられないタイ  

プの乗法計画間蓮も解きたくなる：  

p  

最小化拍）＝ 
i＝1  

条 件 丑∈8．  

（7）  

再び（3）を仮定すればJは準凹関数であるが，logJは狭  

義凹関数なので既存の様々な大域的最適化手法を適用す  

ることができる【礼さらにp個の補助変数もを導入すれ  

ば，（7）は分離可能凹最小化問題  

p  

最小化¢（引＝∑logモ‘  

i＝1  

条 件 モ∈△  

（8）  

に帰着する．ここで△は，ギ韮＋∂iが定義する空間への  

βの射影で，  

△＝（モ∈取り（］茸∈β）モ‘＝Cr才＋∂‘，i＝1，…，p）  

（9）  

によって定まるp次元凸多面体である．   

現段階の大域的最適化では，（8）がもつような分離可  

能性こそが大規模問邁を解く鍵となっている．この種の  

凹最小化問題に対し，FalkとSolandは69年に整数計  

画法や軋合せ最適化でお馴染みの分枝限定法を提案して  

いる【2】．彼らの方法は，まず△を包み込む矩形n ＝  

（亡∈ⅣlJ≦‘≦可を定義し，それを分枝操作に  

ょって小さな矩形nた＝粍∈紆IIた≦ミ≦≠りに分割  

しながら，生成される子問題  

p  

最小化¢任）＝∑logく‘  

f＝1  

条 件 モ∈△nnた  

（10）  

を解いていく．もちろん，（10）も（8）と同じ構造をもつ  

凹最小化問題であるので直ちには解けず，代わりに¢の  

各凹関数logぞiを区間陣，可】で  経営科学OR用語大事典，  朝倉書店（東京，  ris（eds．），  

1999）・  
東log咋－けlog視ぎ  logu卜log咋  

（11）  擁（くi）   
t▲ぎーJぎ  む仁丹  

【9］SYarup，K・，“Programmlng withindefinite   

quadratic function withlinear constraints，’’  

′  Cdんferβduαn舌代d朗ude de月ecムeγ℃he qpe和一   

如ne〃e8（1966）二132－136．  

と線形近似した問題  

p  

最小化 ¢＝∑鵜‘）  

i＝l  

条 件 亡∈△∩払   

（12）  
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