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Severalmathema七icalmodels such as Leontief，s  

‡nput－Outpu七analysisandAnaly七icHieFarChyPro－  

CeSSinvoIvepositivematriceswhoseentriesareem－  

Pirica11yobservedores七imated．The◆keyindexof  

thesemodelsisもheprlnClpaleigenvalueofthema一  
七rices・Itisimpo申anttoestima七e七helowerand  
upperboundsoftheindexwhen七hee皿triesofthe  
matrixareperturbedorestimated．Thisstudycon－  

sidersthatsomeen七riesofthematriⅩareunCertain  
butrowvectorsarecon七ainedinaglVenpOly七OPe．  

Weshowthat七heproblemofestimatingtheprln－  
Clpaleigenvalueofsucha11nCertainposi七ivematriⅩ  
reducestoapairofmulti血・aC七ionalprogramsand  
canbesoIvedina瓜nite time．  

2 MⅧ比丘伽ac七五oma且p『Ob皿℡mS  

Thelarges七eigenvalueisoften referred七O aS the  
principaleigenvalue・Le七I＝（1，2，・・・，n）・The  

ith rowvectorofXoforder■nisdenotedbyxi  
foralli∈Z．Wb consider a perturba七ion of七he  

盲班rowY¢C七Or∬‘Or∬鮎∬‘Ci≦がf如all五∈∫，  
whereClissome・matrixandbiissomeTOWVeCtOr．  
Thepolyhedron（xITCi≦bi）isdenotedbySi  
払rall盲∈∫．Ⅵ屯pu七地e丘）1lowlngaSSⅧmp七ionim  

Ordertotokeep七hematrixXconsisti‡1gOftherows  
（ご1，…，∬れ）positive．  

Åssl且m正）止五①m2。且A拙me銑¢f銑epogyゐe血れぶ菖  

由αれ0托em〆yふ㈹氾dedβef血統epoβ盲抽e o河ゐ鍋f  

毎月れ♪rαgg盲∈J．  

SinceSiisapolytopeforalli∈I，theproduc七Set  
miEISiisapbly七ope・FbreverypositivematriⅩX，  
theprincipaleigenvalueofXisdenotedbyA（X）．  

酔om蹄obenotlS’theorem【1】 

． 

Weconsiderapairofthefouowingtwoproblems：  

岬）  
（1）   

and  ‘岬）  
（2）  

astheproblemoffindingtheboundsfortheprln－  

CipaleigenvalueofXwithperturbedTOWS．Then  

Wehavetheexistenceofop七imalsolutionsofProb－  
1em（1）andProblem（2）揖fbllows：  

W払e①灯em 2・2励cゐガタ和鋸em〃ノα氾dア和み－  

ge打l作ノんαβαreαg叩f盲mαJざ0払如軋  

恥om恥obenius’Theorem［1】，   

岬）＝誓mim〈警 ，・‥， 

慧〉   

，…， m弧〈慧 警）  

如all∬∈nぶt．The陀如e，Wehavewecan七rans－  

払rm Problem（1）and Problem（2）in七Ointo七he  

fo1lowlng七womultifractionalproblems：  

min max（欝，…，警）  
s．t．ひ＞Oand∬∈ngi  

（3）  

and   

（ 
室血聖  

王⊥空     Wll‥● lwれ  
maX mln  

（4）  

S・t・W＞Oand∬∈m∫l，  

respec七ively・BothProblem（3）andProblem（4）  
havenhomogeneousratiosofaslnglevariablewi  

七OabilineartermxiW．   

EJeもV亀bethevertexsetofSlforal1i∈I，then  

thepolytopeSlistheconvexhullofVi．Thenwe  
havethefo1lowlngtheorem：  

町払e①訂em 乱3meqpf豆mαgUα払eげタ和鋸em〃ノ  

由e叩αgね兢αfげ銑eプbgわび玩gp和銅emご   

盟m弧〈漆器 ，…，怨讐〉・（5）  

町払e①町em 2。4meqpf古mαJvdJ鮎eq′タ和地m作ノ  

由e叩αgね銑也f扉兢e♪gわび盲円タp和鋸emニ   

誓min（謬慧 ，…，謬慧）・（6）  

3 Co皿0町五mgma七『五Ⅹamda且go町祉払m  

Firstly，We Willdefine“coloring matrix”for ma－  

triⅩOfordep n whichis similar to a ba．sis matrix  

OfalinearprogrammlngaSfo1lows：AmatriⅩAof  
Orderniscalledacoloringmatrixiftheithrow  
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vectoraiOfAisavertexofSiforalli∈Z，i・e・，  

ai∈Viforalli∈I．BysoIvingProblem（5）and  

Problem（6），We Wi11find anoptimalsolutionof  

Problem 

． 

tainingtheoptimalvalueofProblem（5）isalsoan  
OptimalsolutionofProblem（1）．  

Lemma 3．1me†℃iβαCOわ門れタmα£「血ぴん0βe  

pr盲mc車pαJe匂emγαJむeね伽0〆吏mαJβOJぴfわmげPmムー  

Jem「ルムef（由，ズ）beα氾Opf盲mαJβOJ餌如門扉ク和あー  
Jem「払爪印痴由αpOβi王宮uepri乃C如Je盲タe－1∽Cわr  

毎度．  

Ifa coloring matrix has the prlnClpaleigenvalue  

thatisequaltotheoptimalvalueofProblem（1），  

itisca11edtheoptimalcoloring matrixforProb－  

1em（1）．Wb have thefo1lowing propertyfor an  

OptimalsolutionofProblem（5）：  

Theorem 3．2LetX beanoptimaLcoLorin9ma－  

fわ∬♪rP和地m「ル men，（血，見いβαn呼出mαJ  

印Jむfわn扉PmゐJem「りげαれdoれJyび痴iβ叩0β盲蜘e  

pr血cipαJ吻帥りeCわrq／え  

FromLemma■3．1andTheorem3．2we haveonly  

tofindthelea5tprlnClpaleigenvalueofacoloring  

matrix among those ofallthe coloring matrices．  

Wbdevelopthefo1lowlngalgorithm：  

AlgorithmforProblem（1）  

StepO ChooseapositivevectorwOandsetk＝1・  

Stei，1Findanoptimalsolutionxf∈VIandthe   

optimalvalueゼofmin。‘∈Si（xiWk－1）／wf－1   

払reⅦry盲∈∫・Letズた＝［酢・‥，呵r・  

Step2 Find the prlnClpalelgenValue入and a   
prlnCipaleigenvectortbofXk・  

Step3If入≧maxi∈tゼ，thenXkand入arean  

Optimalcoloringmatrixandtheoptimalvalue  

OfProblem（1），reSPeCtivelyandstop．Other－  

wisele七人k＝入，Wk＝tbandk＝k＋1and  

gotoStepl．  

Thealgorithmha5thefollowlngprOperties：  

Lemma 3．3入k＋1＜入k hr年＝1，2，．…  

Lemma 3．4  

mi叫∈Jゼ≦入≦maxi∈J7ぎ  かた＝1，2，‥‥  

Lemma3．5Sqppose that入 ≧ niaxi∈I7fin  
Step3，thenminieIゼ＝入＝maXieI7fand入is  
班eJeαβfpr盲mc亘pαJe匂e乃〃αJぴeαmO叩班0βe扉αJJ班e  

COわ門れタmαfr盲ceβ．  

Theorem 3・6me colorin9aboritfmhr Prvb－  
Jem「りprou盲deβ如叩f血αJβOJむ如m埴erαβれ如  

れumゐer扉記emfわれβ．   

Replacingmin／maxwithmax／mininthedeト  
initionof7fofSteplandthestopplngCriteria  
OfStep3，WeObtainthesamealgorithmforProb－  

1em（2）astheaboveoneandwecanshowthesim－  
ilarprpoertiestotheabovelemmasandtheorem．  

4 Duality  

VVe define  

◎（ひ）＝  

せ（ひ）＝   

mln  
ズ∈n5‘  

maX  
ズ∈n∫‘  

and consider the fo1lowlng tWO’multifractional  
problem：   

坤）and  
（7）   

叫）  
（8）  

Thefo1lowlngth∞remStateStheweakdualitybe－  
tweenProblem（1）andProblem（7）．  

Theorem 4．1Ebret）e7TyPOSitit，Cl）CCtOrWandJbr  

帥erymα打払ズ∈nβi，Weん肌e◎（w）≦ 

． 

poβ血e憎か痴βuCん銑扇 

WbcallProblem（7）adualproblemofProblem（1）．  

Corollary4・2Anopf盲mαJβOJufわ几毎夕m鋸em「り  

由む乃叩ue叩ねβCαねrm正和晶矧鮎耽   

Thefo1lowlngtheoremprovidesthesameresults  

betweenProblem（2）andProblem（8）asthatbe－  
tweenProblem（1）andProblem 

Theorem4・3EbreverypositivevectorwandJbr  
e〃erymαか近ズ∈ngt，Weん肌e宙（w）≧ 

． 

poβ盲如e叩Cわrl万蝕C九兢α川（可＝A（ズ）．  
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