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区間グラフにおける全関節節点を求める並列アルゴリズム  
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3．区間グラフにおける関節節点の性質  

Theoreml グラフC＝（Ⅴβ）において，節点む∈Vが  

関節節点である必要十分条件は，節点uは節点ヱ，yに隣接する  
唯一の節点であり，かつそれらは隣接しないような節点∬，yが  

存在することである．口  

もemmal 飾点uが区間グラフJの関節節点であれば，  
dトv．（‡，y）＞d∫（J，y）を満たすような二つの節点ちy（ェ＜y）∈  

Ⅳ（u）が存在するが，この時，節点uは節点正に対してu＝  

〟（ェ）の関係が成立する．□  

memma2   t▲が区間グラフJの関節節点であれば，  

dト≠（ェ，y）＞d′¢，y）を満たすような二つの節点エ，y（ェ＜y）∈  

Ⅳ（～）が存在するが，この時，あざ叫エ）＜恥＜b叫エ）すなわち  

αy∈β（ヱ）の関係が成立する．ロ  

memma3 区間グラフ∫＝（Ⅴβ）の節点uが関節節点である  

必要十分条件は－エ＜弘也＝〟（ヱ）かつb5叫エ）＜αy＜む〃（ェ）  

（αy∈か（ェ））の条件を満たす二つの節点∬，y∈yが存在するこ  
とである．ロ  

memma4 区間グラフJ＝（隼β）の二つの節点エ，y∈V  

に対して，耳＜yならば5叫エ）≦5〟（y）である．ロ  

memma5  グラフJ＝（隼月）を区間グラフとする．今，  

J，臥ち鮎∈yなる節点において，エ＜y＜z，〟（ェ）＝〟（γ）＝  

uの関係が成立していると仮定する・この時，dト。（弘之）＞  

dベ弘之）ならばdト“（∬，Z）＞直¢，ヱ）の関係が成立する．ロ  

memma6 グラフJ＝（Ⅴβ）を区間グラフとし，二つの節点  

芯，γ∈V（〇＜甘）が存在すると仮定する・この時，財（ェ）＝財（y） しくは 

もβ（ご）∩上）（y）＝¢のどちらか一方の関係が成立する．  
【コ  

1．はじめに   

C＝（Vβ）を単純無向グラフとし，C－uを節点集合V一弘  
から詳導されるCの部分グラフとする・また，d（フ（∬，γ）をC  
上の2節点エ，y閤の最短経路の長さとする．Cllangらfl】は  
dロー“（〇，y）＞dG（ェ，y）を満たすような二つの節点エ，y∈Ⅴ一山  
が存在する時，飾点むを関節節点（ゐ毎夕eVerfぞ∬）と定義した・  
本研究では区間グラフに対して，その全関節節点を求めるプロ  
セッサ数0（花），計算時間0（極叩）’で実行可能な効率的な並列  
アルゴリズムを開発した．但し，陀はCの節点数である．  

2．定義   

C＝（Ⅴβ）を単純無向グラフとし，C－uを節点集合γ一也  

から誘導されるCの部分グラフとする．また，dc（才，甘）をC上の  
2節点J，y間の最短経廊の長さとする・この時，dc一。（〇，y）＞  
dc（ェ，y）を満たすような二つの節点J，y∈V－uが存在するな  
らば，節点≠を関節節点（ん血タeVer如）と定義する【1ト   

区間グラフの定義の前に区間ダイアグラム【31を紹介する・  

区間ダイアグラムは区間と呼ばれる几本の水平線分の集合で構  

成され，区間ダイアグラム中の各区間はその両端にそれぞれ左  
端点α，右端点ゐを所持する．また，各区間は端点を共有する  
ことはなく，全ての端点には最も左の端点から右方向へ昇塀に  
1≦壱≦2Tlなる端点番号fが割り付けられる．更に各区間には  
その右端点の端点番号の昇順に対応させてぃ1≦i≦れなる区  

間番号iが割り付けられる．以降，区間；の左端点番号を叫，  
右端点番号をあ‘と表現する．このような特徴を持つ幾何学的図  
形を区間ダイアグラムと呼ぷ．   

次に区間グラフを定義する．区間ダイアグラムの各区間が  

各節点に一対一対応し，区間ダイアグラムの区間壷と区間jと  
が交差する場合のみに節点i，メ間に辺が存在するようなグラフ  
を区間グラフJ（油加Ⅲ旬叫叫と定義する【3卜すなわち   

J＝（Ⅵβ），   
V＝（iljは区間番号），   

β＝仲，j）I区間j，メは区間ダイアグラム上で交差を持つ）・   

また，区間グラフの各節点には，区間ダイアグラム上の対  

応する各区間に割り当てられている区間番号がそのまま節点番  

号と㌧て割り付けられる．区間グラフJ＝（Ⅵβ）において，節  
点γ∈Vに隣接する全ての節点集合を〃（γ）と定義する，すな  
わち，Ⅳ（v）＝（可叫び∈Ⅵ（”，ぴ）∈β）・また，節点vに隣  
接するvより大きい節点の中で，最大の節点を〟（γ），同様に2  
番目に大きい節点をぶ〟（v）と定義する・ただし，そのような  

節点が存在しない場合はそれぞれ〟（u）＝γ，∫〟（釘）＝Vとす  

る．更に，区間ダイアグラム上の区間vにおいて，β（v）＝（り  
あぶ〟（v）＜j＜b〟巨））なる端点番号jの集合を判別集合と定義  

する．この判別集合によって区間グラフ上の全関節節点を効率  
的に導出することができる．図1と図2に区間数11から構成さ  
れる区間ダイアグラムβとそれに対応する区間グラフ上の例  

を示す．また，表1に各節点vにおける〟（吏），∫〟（吏），β（壱）を  
示す．  
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図1：区間ダイアグラムβ  

4．アルゴリズム   

区間グラフJ＝（叫β）の全関節節点を求めるアルゴリズム  

を示す．このアルゴリズムは区間グラフJに対応する区間ダイ  

アグラムβ上における各区間の左端点番号叫：陀Iと右端点番  

号叫1：可を入力とする．  
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表1‥〟（i），∫〟（j），β（i）  

V   1  2  3  4・ 5   6  7   8  9  10 11   

一α   1  3  5  9   2   6 10 14  12  20 17   

b   4  7  8 11 13  15 16 18  19  21 22   

P（り   1  2  2  2  2   6 10 12  12 17 17   
∫♪（盲）   2  3  5  6  6  10 12 14  17  20   

〟（壷）   5  6  6  7   9   9  9  11   11 1111   
∫〟（壷）   2  5  5  6   7   8  8   9  9  10 11   
β（i）  8，9，10，11，12 14 14 ¢ 17，18 ¢ ¢ 20，2120，21 ¢ ¢   

ズムは補題3で述べている関節節点であるための必要十分条件  

を基に，区間グラフの全関節節点を並列に求めている．   

Steplは各区間itこおいて，交差を持っ最も区間番号の大き  

な区間〟刊を算出している・叫塵】の算出に配列クーl：几】を用  

いているが，これは並列プレフィックス演算により0（坤0タ几）  

個の．プロセッサを用いて0（J叩几）時間で計算可能である．叫壱】  
の計算ではb‘＜P【ブ】になるような最小のメを必要としている  

が，配列P【1：可が昇順にソートされている特性を利用すると二  

分探索を用いることで0（m）個のプロセッサを用いて0（わ押）  

時間で叫1‥陀】は計算可能である．   

Step2は各区間iにおいて，交差を持つ2番目に大きな区  

間ぶ叫塵Ⅰを算出している・配列∫P【1：可は0（几〃叩n）個の  

プロセッサを用いて0（J叩几）時間，叫1‥可は0（ん）個のプ  
ロセッサを用いて0（J叩几）時間で計算可能である．   

Step3では判別集合叫i】を算出している．補題6より判別  
集合上叩】の要素は重複することはない・よって，0（れ）個？プ  

ロセッサを用いて定数時間で計算可能であるが，Brentの原理  

を適用すると0（叫0タれ）個のプロセッサを用いて0（わタ几）時  

間で計算可能となる．   

Step4では判別集合ヱ叩lの要素と配列可1：可の要素間に  

共通要素が存在するか否かで，叫査一が関節節点であ早かの判別  

を行っている・配列d【1：可の要素をソートすることによって  

判別集合叫壱】の各要素に対して並列に2分探索が適用可能で  

ある・最適並列ソーティングは0（几）個のプロセッサを用いて  

0（わタn）時間で計算可能である・   

Theorem2 区間グラフJ＝（Ⅴβ）において，全関節節点  

を求める0（几）個のプロセッサを用いた0（わタn）時間の効率  

的並列アルゴリズムをCRβⅣP月A〟計算機上で構築するこ  

とが可能である・ロ 
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図2：区間グラフJ  

Algorithm  

Stepl（叫j】の算出）   

配列P【1‥几】を作成し，1≦i≦几なるiに対して並列に，  

坤卜＝T相加（叫叫＋1，…，α，l）を計算する・   
配列叫1：m】を作成し，叫几卜＝nとする・   

1≦i≦几－1なるiに対して並列に，むi＜PIj】になる  

ような最小のJを求め，叫可：＝ゴー1を計算する・ただし，  
b‘＞Pト】の場合は叫可：＝れとする・  

Step2（∫叫盲】の算出）   

配列∫P【1：m－1iを作成し，1≦i≦れ－1なるパこ対し  

て並列に，封判：＝βTT血（恥叫十1，．．．，恥）を計算する・ここ  

で朗托れ（）は2番目に小さな要素を取り出す関数とする・   

配列∫叫1：m】を作成し，∫叫可：＝几，ぶ〟【几－1】：＝れ－1  

とする．   

1≦壷≦几－2なる壷に対して並列に，♭i＜∫P川になる  

ような最′トのjを求め，∫叫可：＝ゴー1を計算する・ただし，  

bi＞∫Pトー1】の場合は∫叫可‥＝れ－1とする・  

Step3（上神】の算出）   

異なる叫壱】の内容（複数の同じ〟【壷】値が存在する場合は  

最小のjを代表させる）を持つ＝こ対して並列に，β【可‥＝（たI  

岬叫用＜た＜叫叫恥た∈N‡を計算する・  

Step4（関節節点の算出）   

Step3と同様に，異なる叫i】の内容（複数の同じ叫壷】値  

が存在する場合は最小のiを代表させる）を持つ壱に対して並  

列に，Qz∈上叩】なるαヱが存在するならば叫五】を関節節点と  
する，  

EndofAlgorithm  

アルゴリズムの解説と計算量の解析を行う．このアルゴリ  
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