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「犬はいつどこセ兎に追いつくか？」  

01003676  九州大学  

且 隠暖め仔≡   

動的計画（DynamicProgramming，DP）で用い  
られている不変埋没（hv血antImbedding，‡．王．）  

の考え方は，変数の離散。連続，システムの確  

定。確率。ファジィ，問題の最適。非最適を問  

わず，歴史的には数学（微分方程式，偏微分方  
程式の応用），物理数学などで，また近年はコ  
ンピュータサイエンスで幅広く用いられている  

（rlJ）・この報告では，特に連続状態，連続時間  

の非最適化問題を‡．‡．で解く．ここでは，オペ  
レーションズ。リサーチとしても経済学上でも  

種々に解釈が可能な問題として，F犬が鬼を追  

う」問題Dqg仇鮎eSRabbitproblem（［2】【3】）を  

中心に解析する．  
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で表わされる・ここに，兄（0；r）は時刻0でユト  

軸上のrから兎Rが逃げることを表わしてい  
る・他方，犬Dの位置（∬（り，y（り）は  
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か（0；d）‥（ii）β 鬼2＋少2＝沌  

（iii）β（∬（0），y（0））＝（0，d）  

になる（図1）・か（0；d）は時刻0でy一軸上のd  

から犬Dが追いかけることを示している．  

望  『犬歯官魔を追う』  

今，（∬，y）ヰ面上で犬Dが，か地上を正の方向  

に一定の速度で逃Iずる兎Rを絶えず兎の方向に  

やはり別の一定の速度で追いかけて摘まえよう  

としている．兎Rは逃れようとしている．犬の  

速度γβは兎の速度γ尺より大きいとする：γ∂＞  

り点し＞0）・兎Rは∬一軸上の点（r，0），（r≧0）か  
ら，犬Dはy一軸上の点（0，d），（d≧0）からそ  
れぞれ同時に追跡逃亡を開始する．兎は1次元  

的に逃げるが，犬は2次元的に追いかける．問  
題は「犬はどこでいつ兎を捕えるか？」である．  

与えられたデータは4つの数億γか，U晶d，rで  

ある．以下，この間題の解を（1）Ⅰ．Ⅱ．による偏  
微分方程式，および（2）微分方程式，によっ  
て導く。  

Figurel：「犬が兎に追いつく」位置と時間   

さて，この（r，dに依存する）問題において犬  
Dが兎Rに追いつく（ェー軸上の）位置をタ（r，d）  

とし，そのときの時刻（追いっくまでの時間）  

をJhd）とすると，追いつき位置関数タ＝  
タ（r，d）：【0，∞）2→【0，∞）と追いつき時間関数  

J＝仲，d）‥【0，∞）2→【0，∞）はそれぞれ次の  

1階線形偏微分方程式を満たす：  

望。且Ⅰ皿臆よる偏微分方程式  

まず，逃げる兎の位置と追う犬の位置をそれぞ  
れ時間のパラメータで表わす．時刻£における  

兎Rの位置（坤），y（亡））は  

（i）用 土＝U兄上∬（0）＝γ  

（ii）R 少＝0，y（0）＝0  
花（0；r）：  

（1）  
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辺の値を引き，∂（＞0）で割って，極限1imを  

∂→0 取ればよい・境界条件（5），（7）はすぐ分かる．  
位置問題「どこで」と時間問題「いつ」は同時  

併行的に解析されるので，位置問題を詳しく調  

べればよい．  

定理1  

（i）（γR－  

0≦r，d＜∞ （4）  

2．2 時間を含まない微分方程式  

兎を追う犬の位置は時間fのパラメータ表示  

（ズ（り，y（り）で表わされたが，ここでは時間を  

含まない微分方程式で表わす．   

さて，∬一軸上の任革のズ（≧0）における犬  

Dの位置を（ズ，九（ズ））で表わす．このとき，犬  

Dの位置関数ん＝叶）は次の2階微分方程式  
を満たす：   

定理 2  

r O≦γく∞，（5）  タ（γ，0）＝  

（ii）（γ月－  

（6）  ー1 0≦r，d＜00  

0≦r＜∞・（7）   J（r，0）＝  
γβ－VR  

事実，追いつき位置関数タ＝タ（・，・）と追いつ  

き時間関数J＝J（∵）は，任意の微小∂（＞0）  
に対してそれぞれ次を満たすことが分かる（図  

2参照）：   

捕題1   

タ（r，d）＝ ズ（∂）＋タ（∬（∂）－ズ（∂），y（∂）），（8）  

J（γ，d）＝ ∂＋J（∬（∂）一方（∂），y（∂））・（9）  

（i）ん（0）＝d  

（ii）叩）＝－  

（iii）γRん′2  1＋ん′2＝γβ肋′′叫【0，∞）．（12）  

曲線y＝ん（ェ）を犬兎線dq㌢m抽宜fc肌eとい  
う．．他方，犬曲線ともよばれている追跡線かⅦC－  

1＋y′2＝αである“4】）・  か恵y＝y（可は   
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Figure2‥微小6（＞0）秒後   

式（8），（9）から（4），（6）がそれぞれ導かれる・  
右辺を2次までテーラー展開して，両辺から左  
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