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MTP2の一般化と部分観測可能なマルコフ過程について  
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乱 一般化したM甘P2とその性質  

→般化したMTP2（multivuiatetotalposi七ivityofordertwo）について議論し、部分観測可能なマルコ  

フ過程における多段決定モデルに適応する。この性質は、MTP2として知られている牲質の一般化であ  

る。N止叫3】において、MTP2を用いた仮定の下で、部分観測可能な．マルコフ連鎖の性質を議論している。  

一方、FIくG不等式はMTP2のときに成り立つ性質であり、恥r七uinetal．恥Ⅹelnpel・n一肌I2】および  

Pr傍tOn【4】では、確率測度が絶対連続の場合に議論している。   

ざを完備で可分な全順序が定義された距離空間とし、この可測空間で定義されている全順序を≦で表すム  

βをβのBorel集合とする。つぎに、全嘩序が定義された完備距離空間の直積空間で、自然な形で半順序  

が定義されている場合に拡張する。いま、㌘＝nこ1β，酢＝nニ1βとする。ただし、ざ1＝ぶ，β1＝β  

である。また、〝nを直積可測空間（ぶれ，伊）での確率測度とする。ここで㌘（βn）を（㌻，伊）での確率測  

度の集合とし、（βn，βn）での確率測度の間に一般化したMTP2を用いて順序を定義する。ここでは、確  

率測度が絶対連続であるとは・仮定しなし㌔  

定義1ざnの2つの集合Aれ＝ロニ1凡と眉P＝口た1βiで4，βi⊂ぶかつAn月‘＝¢とする  

（i＝1，…，乃）。いま、4∵く昂ならば裁∨βi＝夙およぴ4∧月‘＝4とする。記号∨と∧を  

Anv・βれ＝n≡1Avβi，An∧眉P＝m芸1Ai∧βiで定義する。ただし、βに含まれる任意の2つの  

助reJ集合Aとβに対して、A－ぐβとはα≦ゎが任意のα∈Aとわ∈βに対して成り立つときをいう。  

定盤2（㌻，伊）での2つの確率測度を〃nおよびぴnとする。たがいに背反なβ田切集合An＝nこ1月‘  

とβn＝n≡1βi（An，眉P∈伊，Ai，β‘⊂β，Anβi＝¢，i＝1，…，れ）に対して、〃n（Anv層化）〝n（An∧  

βn卜〃n（Anレれ（即）≧0であり、少なくとも1‘っの組み合わせ止れとβれについて〃n（Anv眉㍗）レム（An∧  

眉㌍）＞〃れ（An）〝代（眉n）のとき〃几ト〝何であるとする。また、任意の月n∈βmに対して、確率1で〝  

〃n（An）＝レ，l（An）のとき〃れ＝〝nとする。J▲n＝〝nまたは匹nトl㌦ならば〃nと〝nである。  

補題1′Jnと〝。を厨（ぶれ）上の2つの確率測度で、〃nヒレ。とする。つぎに、〃ゎ＿1ル。＿1を佑－  

と〝nの周辺測度とすれば、〃n＿1（An‾1）＝〃n（An‾1×ぶ）およびレn＿1（眉n－1）＝レ，1（An－1×β）  

（An‾1×β，眉n‾1×ぶ∈ぶn‾1×β＝㌻）である。このとき〃れ＿1（An‾1v眉㍗‾l）レn＿1（An‾1∧βn－1）一  

軋＿1（適n‾1）〃n＿1（眉n‾1）≧0である。  

輔題2〃。と〝nを㌘（βn）上の2つの確率測度で、仏。ヒエんとする。このとき、（ぶnxβれ，伊×  

βn）上の確率測度∂で∂（Anx占n）＝〃れ（An）（An∈鱒れ），∂（㌻×βn）＝：〟㌦（鹿n）（周れ∈伊）および  

∂（（（βn，藍n）】（βn，£n）∈βれ×ぶれ，βnと藍m））＝1となるものが存在する。  

命題1厨（㌻）に含まれる2つの確率測度〃nとレnで、匹nとL㌦とする。もし、九：βn→花十がβn上  

の有界な非減少関数であればふ九（8）d〃m（β）≧ふ九（β妙n（き）である。ただし、た一次関数甲：花‡→花＋  

が〇に関する非減少関数（非増加関数）であるとは、〇く封のとき甲（ご）≦甲（封）（¢（〇）≧p（封））である  

ことをいう。   

2 部分観測可能なマルヨヲ過程  

部分観測可能なマルヲフ過程で、その状態を直接には知ることは出来ないとする。ここで、（ぶ，β）を前  

節で定義した可測空間とし、この確率過程の状態を表鶴さらに、P（・lβ）（β・∈β）を推移法則を表し、状態  
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空間ぶからぶへの推移を表丸次に、可測集合β∈βに対してP（卵）＝ムp（d申），とする。ここで、  

任意の状態β∈βに対して、p（車）はぶ上の確率測度である。この確率過程の状態βに対して、平均が  

有限で非負のか次の多変量確率変数ズ．を仮定し、観測過程を表すム この確率変数の確率分布を、任意の  

5∈ぶとBorel集合C⊂呵＝（0，∞）kに対してPr（ズ．∈C）＝■ふJ（血中）とする。これらの確率変数か  

ら得られる標本を用いて、この確率過程の状態に関する情報を得る。確率過程の状態に関する情報は、す  

づてβ上の嘩率測度で表され、情報全体の集合はP（ぶ）であり、定義2を用いて順序を定義する。  

任意の標本値〇＝（∬1，…，〇ん）（∈喝）と事前情報〃に対して、■事後情報が存在し、云イズの定理にし  

たがって声と学習する。いま、喝＝nた1花＋，∬た＝nた1∬とし叫＝R．，∬1＝〝とおく。ここで、  

Xは7a＋のBorel集合とする。任意の状態s∈Sに対して、Fk（・ls）を（7ai，Xk）上の確率測度とする。  

仮定1たがいに素な2つの加代J集合をズん＝nた1ズ‘およびyた＝ロヒ1℃（ズた，yた∈∬れ，弟，Ⅵ⊂  

兄＋，凡∩Ⅵ＝仇豆＝1，…，た）とする。任意の状態り∈βに対してダた（ズたvyんl釘〃）ダた（ズ鳥∧yたlβ∧f）≧  

ダた（ズたtβ）アポyん粧である。   

仮定2任意の状態5∈βに対して、推移法則をP（・1s）（5∈β）とする。状態βおよびtがβ■1のと  

き、P（Alβ）P（β1f）≦P（βts）P（Alβ）である。  

定義3〇＝（∬1，・‥，〇ん）とy＝（yl，…，恥）を噴からの2つの標本とする。∬‘≦仇（i＝1，2，…，た）  

のとき、ごはyより小さいといい、エペyと表す；  

定理1任意の〃∈P（ざ）に対して、〇一くpならば武重と再訪である。任意の〇∈花‡に対して、  

〃と〝ならば武重と布である。  

命題1より、m＝1，ぶ＝花＋とおくことによって次の性質が得られる。  

系1〃たと〝たを（R‡，∬た）上の2つの確率測度とする。Ck＝nた1Gとが1是1βiを背反な2つ  
のβ0代～集合とし（Cた，が∈∬た，G，β‘⊂花＋，Gn玖＝¢，宜＝1，‥・，た）、仇（Cた∨が）レん（Cた∧がト  

仇（Cた）〝dが）≧0とする0もし、九：穐→花＋が∬たの有界な非減少可測関数ならばん‡ん（〇）d仇（〇）≧  

句埴）血た（〇）である0  

補題3〃とレ（仏レ∈P（ざ））ならばEI▲【？（ズ）】≧E〝【甲（ズ）】が甲の任意の非減少関数？（・）について成  

り立つ。   

参考文献  

【1】FbL・tuin，C．M．，Ⅰくasteleyn，P．W．andGinibre，J．（1971）CorrelatiムnInequaliti饉OnSomePartai11y  

Ol・deredSets，CommunicationsonMathematicaLmysics，22，89－103，   

【2】Kempermah，J．H．B．（1977），OntheFI（GqInequalityfbrMeasuresonaPartial1yOrderedSpace，  

血血gα£わneざ〟α銃刑α血αち39，313－331・  

【3】Nakai，T・（1998），S？quentialDecisionProblemswithLearningProcedureforMultivariate鱒an－  

domV如iables，触eedin9SqftheEYrst飢7V－Japanese WorkshoponStochasticRiskMbdellin9♪r  

Finance，Insurance，ProductionandReEiability，2，Brussels．  

【4】Preston，C．J．（1974），AGeneralizationoftheFKGInequaliteis，Cbmmuniムations。nMathematical  

助yg如，36，233－241．  

－ 71－   

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.




