
1－C－12  2000年度日本オペレーションズ・リサーチ学会  

春季研究発表会  

ACorrelatedMarkovChainModelandItsApplication  
toRiskManagement  

01106850 東京都立大学 木島正明  KIJIMAMa5aaki  

興銀第一FT 小守林克哉 KOMORIBAYASIIIXatsuya  
興銀第⊥F甘 凝鈴木夷資 SU】ZU’KIEi飢止e  

1 The model  

ⅥねconsiderasetofMa血v也扇ns（ぜ，士＝  

0，1，2，・‥），た＝1，2，…，兜，這a趨de鮎edo血沌e  

StateSpaCeS＝（1，2，・・・，K，K＋1），Wherel＜  

∬＜∞．TbeMarkw趨aim（粟）m叩repre紀鵬  

tbedynami（慧Ofacr∝批『ati血gOf鮎mた．肋＝地心  

CaSe，Statelrepresentsthehighestcreditclass，  

State2thesecondhighest，‥・，S屯ateKthek）WeSも  

CTditclaぷ，andstate∬＋1desi印加田de払山t．  

WLilestatelisaretainingboundary，itisustlal抄  

assumedforsimplicitythatthedef加ItstateK＋1  
isaも馳rbing・   

ho一汀mOdel，thedynamicsof（Xt）isasstlmed  

to丘）1bw  

Thekthsetofrandomvariables†Bf）and（Zf）  
’isindependentof（弟）andtheotherprocw．  

Hence，theMarkovchains（Xt）arecorrelated  

Oniythroughtheproce＄S（Y；）whichisthecom一  

皿o皿触to－tOantもeMarkovcもains・Notetbat，  

whenBt＝Owithprobabihty且fora皿tandk，  

theproc偲S饉（Xf）comstituteindependent，time一  

血omog蝕的びMar払v血ai丑Seadw仙0皿¢雨ep  

触ansitionproもabi机ies鳴・   

Themodel（1）canbeseenasfohws．Suppose  

もhtゼ≠∬＋1姐dt貼七郎ト1≠1，∬＋1．Then，  

from（1）and（4），theincrement、oftheMarkov  

ch血（ズヂ）is由Venby   

穐l－ズヂ＝（－げた咤＿1弟．1＋祇1 ・（5）  

Hence，thecommozLraDdomv甜iablel乍＋1iscon－  

Sideredtorepresentasyste7natic7isk，WhileZil  

isa甲α重砲た0‖imた・Tbe玩tor（－1）∂鳥密トI  

COrreSPOLLdstothe‘‘q’intheCAPM．Italsoco皿－  

CemSwitht，hecorFelat．iotLCOe瓜cientbetweenthe  

Ma－kⅣCも扇ns・Tbs恍tもis，de温血e   

隼Cw（吼一府，吼一明，  

WhereCovdenotesthecovarianceoperator．Fbr  

simphcity，aSSum云that（5）hoklstrue．Itthen  

fomowsfrom（1）andtheimposedindependent・aふ  

SⅦmptions一九at  

c㌫＝（－げた＋㌔購ル悌＋1】，   

WhereV［Yi］isthe vaJianceofll．Ako，Since  

E（n＋1］＝ObyotLraSSunPtion，WeObtain   

咋払1－ギ】＝咋私l】＋QたVI恥1】．  

そ（ゼ＋払1＋（－げ慨1翫＋l），  
耳㌘≠∬＋1，  

ズf，  
ゼ＝∬＋1，  

見た1＝  

（且）  

where6kiseitherOor且，Bf areindepe皿dent，  

identical1y distribtlted（ⅠID）BernO111h］柑皿dom  

Variabkswithparameterαk，l．e．  

P（密＝1）＝1一夕（βぎ＝0）＝αた （2）  

forsomeO≦αk≦1iY；areinteger－ValuedIID  

rando血variabl6WithmeanO，andZildenotes  

theincrementdependentonXf，i．e．  

㌘（祖1＝仁iIガ＝壱1＝鳴  （3）  

fori，j∈S・Thefunction∈（x）determinesthe  

boundaryconditionssothat  

掴＝（妄＋1，  
ヱ≦1，  

1＜ヱ≦∬，  （4）  

エ＞方＋1．  
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Denotethetransitionmatrixof（Xf）byPk＝  
（p5）・AIso，1etQk＝（q；）anddehe  

Itfo1lowst．hatt，hecorrelationcoe疏cientbet．ween  

theincrementsoftheMarkovchainsisglVenby  

gた‘＝入た入‘， た，g＝1，2，…，乃，（6）   

wbere  

入た＝（－1）βたノ有，  

providedthatV［ZATl］areneghgible・   

hthefo1lowhg，WeaLSSumethatthecorrelation  

coe伍cient bet．wee皿theincrementsoft．heMarkov・  

chainsisgivenby（6）．  
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Itfbllows丘om（8）一（10）tbat  

Pた＝Qた（（トαた町α可■・（や  

WhereIdenotestheidentitymatriⅩOforder＿K＋1．  

ItshouldbenotedthatthetransitiohmatrixPk  

isobservableinthemarket．TheαたCanalsobe  

Obtain申fromthemarketdatathro11gh（6）・As－  

S11mingthatthesystematicrisk（ri）canbede－ 

terminedbysome叫eanS，Weneedtorecoverthe  

dataQたfrom（12）．Thatis，ifthematrix  

丘＝（トαた）Ⅰ＋αたR  lキー1？）  

isconvertible，the11nknownmatrixcanbecalctJ－  

1atdby  

Qた＝Pた豆」．  

Especially，inthesimplestcasethat  

P（Ⅵ＝1）＝P（弟＝－1）＝r，P（弟＝0）＝1－2r  

（14）  

forsomeO＜r≦1／2，thematrixin（11）becomes  

thetri－diagonalmatrix  

2 0bservedprobabilities  

恥rtbeMarbvcbain（ゼ），kt   

鴻＝P（札1＝jlガ＝i）， ちj∈β，   

a皿ds11ppOSetbat  

P（弟＝i）＝n，i＝0，士1，士2，… （7）   

Wtnotethatthedistriblltion（7）mustSatisfythe  
？OnditionE［瑚＝0・AIso，thetr？nSitionproba－  

bihties鴫determineamarginal・COnditionaldis－  

trib11tioninthesensethattheydonotdetermine  

thejoint 

SupposeXt≠K＋1andsupposefirstthat  
Xil≠1，K＋1・Then，from（1）andthelawof  

totalprobability，WeObtain  

塊＝（1－αた鳩＋αた∑藍り－ふ （8）  

m∈ぶ   

Wherej≠1，K＋1．Next，forj＝1，Wehave   

菰＝（1－αた濾＋α鳥∑広月トm，（9）  
m∈ざ   

Whereasfor］＝K＋1  

舐町1＝（トαた）密糾1＋αた∑藍私＋1－m，  
m∈ぶ  

（10）  

Where凡＝∑k≦irkand瓦＝∑k≧irた・  

1－r r   

r l－2r   
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Whereasthematrixin（13）isgivenby  

0
 
0
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rαた  

1－2rαた   

rαよ  R＝  

0  0  1－rαた   

whichisconvertible．  
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