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1．はじめに   

β次元の単位立方体Jβ＝tO，畔上で定義さ  

れた関数J（z）の積分  

β′＝ムjノ（ヱ）血  （1）  

を，J5内の点列（zl，…，ZⅣ）による算術平均  

5〃＝摘） （2）  

によって推定することを考える．点列として準  

乱数と総称される決定論的な点列を用いる方法  

は，準モンテカルロ法と呼ばれ，多次元の数値  

積分法として有効であることが知られている．   

準モンテカルロ法の誤差評価の方法として  

は，本来決定論的な準乱数列をランダム化し  

て，モンテカルロ流の統計的な評価を行なうこ  

とが，現在のところ，ほほ唯一の現実的な手法  

であると考えられている．   

以前の報告【3】で，統計的な方法による誤差  

評価として，Owen［5］のscramble法と，より簡  

便なshi氏法を紹介し，それぞれの方法の有効  

性について数値実験を行なった結果を述べた．  

その後，Matou岳ek［2］によりOwenの方法を簡  

略化した方法が提案されている．今回の発表  

では，Matou貞ekの方法について検討するため，  

数値実験を行なった結果を述べたい．  

2．続計的な評価   

準乱数としては，以下に定義する（f，m，β）－  

n叫4】を用いる．  

定義1整数み≧2が与えられたとき，∫β中の  

区間で，  

β＝帥，寄主）  

と表現できるものを基数ゐの基本区間という．  

ここで，句，αJは非負整数で，αJ＜めを満た  

すものとする．m，－一子を非負整数とし，ま≦m  

とする．∫β内の総数みm個の点列が，任意の体  

積が‾mの基本区間にちょうどが個含まれると  

き，基数ぁの（f，m，β）－netであるとしiぅ．  

統計的な誤差評価法では，（ま，m，β）－net（Ⅹi）を  

もとにして，互いに確率的に独立な〟組の点  

列（z5r））（γ＝1，…，叫を生成して，（2）によっ  
て頭），…，曹）を計算し，（1）の推定値を  

∂′＝妄雛）  

として，その誤差を分散  

（3）  

1   財  

∑（方丈しゎ2  ∂＝  

〟（〟－1）缶   

から，標準偏差∂Jによって見積もる．   

確率的に独立な点列を与える方旗としては，  

次の4種類を考える．  

1・・OwenのScramble・Ⅹi＝（xI，…，X言）と   

座標成分で表示したとき，各成分を可＝・   

∑毘1句扉‾たとゐ進展閲する．（勘），Zi＝  

（zナ，…，功，妻＝∑毘1勒ゐ－たを次のよう  

に決める．  

句1   ＝り（∬小），  

Z電ブ2   ＝り句1（∬ij2），  

Z電ブた ＝ り町碑‥句，た＿1（勘燕）・  

各∬は0，1，…，ムー1の置換で，全置換  

♭！個の上で一様に分布しているとする・町ブ  
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分について，前節で述べた4つの方法について，  

推定量の精度と誤差評価の有効性を検証した．  

点列は（f，m，β）－netを発生させ利用した．詳細  

については，当日述べる．  

4．結語   
数値実験からは，推定値の精度で4つの方法  

に有意な羞は見られなかった．一方計算の速度  

の点からは，方法2と3が速い．方法4はわず  

かに遅く：方法1は極めて遅い．実装面から考  

えると，方法2が最も簡単であろといえるだろ  

う．以上より，今回の実験結果をみる限り，準  

モンテカルロ法の誤差見積もりの手段として  

は，もっとも単純なShift法が有効であると思  

われる．  

は全ての豆について各∬言の第1桁を置   

換する・勺もjlは同様に第2桁を置換する  

が，第1桁の値に依存して決まる．以下同  

様に，第た桁の置換は，た－1桁までの値  

に依存して決まる．   

2．Shift．   

uは【0，1）β上で一様分布するベクトルとす  

る．zi＝Xi＋u（modl）とする．   

3．RrandomLinearDigit－SCrambling．  

Owenの方法を簡略化したものを Ma－   

tou羞ek【2】が提案している．ここでは，特  

に基数わを素数とする．  

句舛＝転挿小＋鋤（modり   

ここで，毎は（1，2，・‥，ムー1）から，鋤  

は（0，1，‥・，み－1）から，それぞれ互いに  

独立に選ぶ．   

4．RandomLinear Scrambling．   

Matou岳ek［2】は上記の方法もう少し一般化  

して，  

た  

句舛＝∑毎勒汗鋤（modわ）  
J＝1   

とする方法も提案している．ここで，ん弼   

は（1，2，・・・，わー1）から，んゴたJ（g＜た）と鋤  

は（0，1，…，わー1）から，それぞれ互いに  

独立に選ぶ．  

注：shiftを行なった（l，m，S）－netはもはや  

（f，m，β）一netではない．・しかし，領域内に一様  

に分布するという性質は保たれると考えてよい  

だろう二他の方法では（f，m，β）一netの性質は保  

存される．  

注：Matou畠ekの主張は，（0，m，S）－netにrandom  

lineardigit－SCramblingやrandomlinearscram－  

blingを行なって得られるL2－discrepancyの期  

待値が，既にHickerne11［1】によって計算された  

（0，m，S）－netにOwenのscrambleを行なって得  

られるL2－discrepancyの期待値と等しいという  

ものである．  

3．数値実験   
多次元数値積分法の評価によく利用される試  

験関数や，現実的な問題に現れる多次元数値積  
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