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1．はじめに   

本報告は、多次元空間における投入資源の総量が多重的に制約を受けている場合の凹利得関数最大化問題を  

扱っており、前回川報告した1次元、または2次元問題を多次元に一般化したものである。問題は、目的関数  

が一般的な凹関数であり、資源総量のみに関する単一の制約でなく重層的な制約をもつという意味で、一般の  

資源配分問題【2］で扱われる問題より一般的であるが、制約が総量の形をとるという意味では、非線形問題【31  
よりも特殊化されている。この種の問題は豊富な現実問題をその適用例としてもっており、効率的な解法を提  

案することには意味がある。この報告では、よく知られている非線形計画法より計算時間の面で効率的な2つ  
の厳密解法を提案する。  

2．モデルの記述と定式化   

資源投入による利得獲得の問題においてよく出会う次のような問題を考えよう。  

（1）m次元離散空間上への資源投入を考える。尺1＝（1，2，‥・沃ト‥，月k＝（1，‥・，Jた‡，‥・，軋＝（1，・・・ふ）  

とし、資源は月1×月2×…×札の任意の離散点に投入できる。便宜上、その部分離散空間を表すため、   

5た‥＝月ん×月叶1×・‥×駄，島：＝軋×月2×‥・×月kと表記する。また、駄の要素数をエた‥＝n完たJJ  
で表すも  

（2）点（五1，‥・，哀れ）∈glに投入する資源量をp（わ，‥・，五和）で表弟p（五1，・‥，五几）は非負であり、投入量の上  
限としてmil．‥in＞0が＋∞をも許し設定されている。また、資源の投入にはそれに比例するコスト  

ql…imや（五1，‥・，五代）（ql…im＞0）を必要とする。各点への投入に上限があるばかりでなく、部分空間   
（症‥・，乞几）∈5たにおける資源のコスト総量にも◎五k…iれの上限がある。また、空間全体への投入コストに  
は総量〟の制約がある。  

（3）資源配分計画甲＝（p（五1，‥∴，五n），（五1，…，哀れ）∈∫1）に対し、利得／（p）が獲得できる。／（p）は、Pに対し  

2回連続微分可能で、かつ狭義凹関数である。また、非負の有限値から成る変数ベクトルやに対して有界  
である。  

以上の仮定の下で、利得関数／（甲）を最大化する資源配分計画アを求めることがここでの問題であり、狭義凹関  

数を最大化する次のような凸計画問題として表すことができる。   

（1）  鞠： maXJ（甲）  
p   

S．L  

O≦や（五1，…，よれ）≦mil‥．五n，（五1，‥・，五代）∈51  

∑ ql・‥i¶や（わ，…，五和）≦◎iた・＝iれ，（五た，…，オ几）∈戯，た＝2，‥・，氾   

（il，‥・，iた＿1）∈Pた＿1   

∑ ql…£n擁1，・・・，五托）≦〃・   

（よ1，…，盲n）∈汽1   

3．最適解の必要十分条件   

問題‰は有界な閉凸領域における狭義凹関数の最大化問題であるから、唯一の最適解があるという分かり  
易い性質をもつ。ラグランジュ乗数を導入し、問題に対するKuhn－¶ユCker条件を導出することにより、最適解  
の必要十分条件に関する次の定理を導くことができる。ただし、条件（2ト（4）を満たす実行可能な資源酉己分全  
体を甘で表している。  

定理1（最適解の必要十分条件）甲∈甘が最適であるための必要十分条件は、すべての（よ1，‥・，去れ）∈51に対  
し、次を満たす非負の実数入，レi¶，叛n＿1㍍J‥・，ん㌔…iれが存在することである。  

l   ∂′（や）  

（5）   p（乞1，・‥，乞乃）＝0ならば、  ≦入＋lノin＋‥・＋レi2…i～  
ql…in∂ァ（五1，‥・，すれ）   
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1   ∂J（p）  
0＜や（わ，…，五托）＜mil‥．iれならば、  ＝入＋〝iれ＋‥・＋机2…iれ  

ql・＝㍍∂甲（五1，…，五れ）  

1   ∂／（p）  
p（乞1，…，宜m）＝mil．．．㍍ならば、  ≧入＋〝五れ＋…＋叛2‥．㍍，   

ql．．．iれ∂p（五1，‥・，五和）  

かつ、た＝2，・‥，乃に対し、レiた…五n＞0ならば、∑ql・・・iれれt‥，五代）＝◎壱k…五n，（五た，‥・，五陀）∈銭，  
も1，‥－，tた－1   

さらに、入＞0ならば、 
． 

∂／（甲）／∂p（五1，…，五m）／ql…五nを変数p（五1，…，五れ）の関数として恥‥去m（p（五1，…，五化）；P＿町．im）で表弟ただし、  

p－il…壱。はや（五1）‥，五m）以外の変数ベクトルである。β小爪（・）は単調減少関数であり、逆関知∴れ（y；甲－わ…㍍）  

が定義できる。これを使えば、（5）～（7）式は一括して次式で表すことができる。   

頼1，・‥，乞m）＝レニチ‥iれ（入…in＋…＋叛。・・t上れ；P－il‥・im）］；中れ  
（8）  

ただし、r∬］2の記号は、∬≦α■ならばαを、α＜∬＜わならばェを、わ≦∬ならばわを表すこ   
問題板の各層における制約量（◎ik…in，（毎…，五和）∈ゴム，た＝2，‥・，可及び〃と最適ラグランジュ乗数と  

の間には単調な関係が存在するが、以下では、その一例として、〟と入との関係だけを述べる。  

補 題1問題瑞の総量コスト制約〟と最適なラグランジュ乗数入との間に、次のような関係が成り立つ。  

召ノ 入→∞とすれば、定理1の条件を満たす最適解はや＝（0，‥‥，0）である。すなわち、この人には総量制約  
凡才＝0が対応する。  

召豆ノ総量コスト制約だけが異なる2つの問題（PMl），（‰。）の最適ラグランジュ乗数がそれぞ吋1，入2＞0で  

あるとする。このとき、〟1＞几毎ならば入1＜入2であり■、逆もまた成り立つ。  

画ノ 問題アMの最適ラグランジュ乗数を人＊＝0、最適解を〆であるとする。このとき、最適解のコスト総量  

をC＝∑1，…，‘nql…iれ〆（五1，‥・，五几）で表すと、C≦〟′なる任意の制約量〃′をもつ問題‰′の最適解及  

び最適ラグランジュ乗数は、依然として〆及び入＊＝0である。   

4．解法アルゴリズム  

′  上述した必要十分条件及びコスト制約とラグランジュ乗数との単調な関係を利用して、最適解を求める数値  
解法アルゴリズムが提案できる。  

（1）勾配完結法   

この解法は、必要十分条件の（5ト（7）以外の条件を満足する実行可能解の列を生成し、最終的には（5）…（7）式  

を満足するように解を収束させる解法である。実際、この解法により常に目的関数が増大するように解の列を  

生成することができ、その収束性が証明できる。  

（2）総量完結法   

この解法は補題1で述べたコスト制約量と最適ラグランジュ乗数との単調な関係を利用して、ラグランジュ乗  

数入，レik‥．五nを変化させながら、対応する最適解を（8）式により求めてゆき、最終的に所要の制約量〃及び◎£た…‘n  

を満足させようとするものである。プログラム構造としては、ラグランジュ乗数の調整を2分探索法で行うた  

めの階層構造をもつ。  

5．数値例   

実施した数値実験では、提案した解法は、勾配射影法や乗数法といったよく知られた非線形計画法以上の高  

速性を示した。それらの結果については、発表会の当日紹介する。  
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