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1 弱有効解集合上での凸関数最小化   

本研究では次のような多目的計画問題を考える．  

ここで，制約集合（ズ＋C）0は次で定義される（ズ＋C）の  

極集合を表す．   

（ズ＋C）0＝（y∈月れ：〈ご，y〉≦1，’訂∈ズ＋C）．  

また，目的関数タ〟‥点れ→月は次で定義される問題（〟P）  
の目的関数gの準共役関数を表す．  

（P）〈  

maximize（cl，エ），i＝1，…，k  
subjectto こじ∈X⊂Rn  

ここで，Ci∈月れ，Ci≠0であり，制約集合ズはズ＝  
（ェ∈見れ：PJ（ェ）≦0，ブ＝1，…，m）で表現される・ただ  

し，pJ＝Rn→月（J＝1，…，m）は微分可能な凸関数であり，  

pJ（0）＜0であるとする．さらに次を仮定する．  

・C＝（〇∈点れ：（c‘，ご）≦0，．壱＝1，…，り   

●int C≠必   

多目的計画問題（P）において弱有効解とは   

≠y∈X suchthat（ci，X）＜〈ci，y）◆∀i∈（1，…，k）  

を満たすx ∈ XであるβawaJagi，Nakayama and  
Tanimo【3】）．また仮定より，intズ≠β，int C≠必で  

あるので問題（P）の弱有効解集合はズ。＝ズ＼int（ズ＋C）  

と表すことができる．   

本研究では，この弱有効解集合ズe上での凸関数最小化問  
題に対する逐次解法を提奏する．  

〈 

ーSup（タ（u）‥u∈Rれ）（ェ＝0のとき）  

一inr（g（u）‥（ェ，u）≧1）（〇≠0のとき）・  タ〃（ェ）＝  

上で定義された問題（〟P）と問題岬P）に対して，inf（〟P）  
を問題（ルれP）の最適値，Sup（βP）を問題岬P）の最適値と  
するとinf（MP）＝－Sup（DP）となる（Konno，Thachand  
Tuy［2］，Thach，KonnoandYokota［4】）・  

2 分枝限定法とペナルティー関数法  

を用いた内部近似法  

2．1 アルゴリズム   

Algorithm  

β≧2，5∈Ⅳ，〝＞0および1＜β＜2が与えられている  

ものとする．   

Initiali2；ation  

ズ⊂凡才。を満たす矩形A布と，51⊂ズかつ0∈int51を満  

たす凸多面体glを生成する．また，初期パーティションを  

〟0＝（Aね）とし，t（〟0）＝0とする．  
た←1として，Steplへ行く．ただし，V（（50＋C）0）＝（0†  

とする．ここで，V（（50＋C）0）は凸多面体（50＋C）0の頂  

点集合を表す．  

Step 1 

次の間題（島）と問題（鳥）に対する双対問題岬ん）を考える．  

〈 

minimize f（3；）  

Subjectto x∈Xe  （0丘丁5）  

ここで，目的関数J：点れ→別こ次の仮定をおく．  

・Jは微分可能な凸関数  

・argmin（J（ご）：ご∈Rn）＝（0）   

問題（0月■5）は次の関数  

〈ヨ  

（ご∈ズのとき）  
∂（ェlズ）＝  

＋∞（ェ≠ズのとき）  

を用いることによって，  

〈  

〈  

minimize g（x）＝f（3；）＋6（3：lX）  

Subjectto x∈Rn＼int（Sk＋C）  

maximize gH（x）  
subjectto x∈（Sk＋C．）0  

（凡）  

（βた）  

〈 

minimize g（3：）＝f（x）＋6（xIX）  

subjectto x∈Rn＼int（X＋C）  （∧JJり  

と表すことができる．また問題（〟P）に対する双対問題は  

次のように表される．  1－1空でない集合アん⊂ノⅥん＿1を選び，アんの全てのパー  

ティションの要素几オ∈アたを分割する．ただし，アたは  

アん∩（〟‥β（〟）＝βん－l，〟∈ル信一1）≠β （1）  

maximize タ〃（£）  

subjectto こr∈（X＋C）0  （βP）  
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2．3 下限β（〟）の算出法   

任意の反復たにおいて，パーティションの各要素におけ  

る下限β（〟）は次の関係を満たさなければならない．  

β（〟）≦inr（軋M（ご）‥ご∈（〟∩β））  （4）  

β＝（ェ＝エ∈月れ＼int（ゴム＋C））・   

まず，パーティションの各要素〟に対して㌔（〟）∈  

V（〟）とする．   

関数旦用（諾）は微分可能であり，下限β（〟）を   

β（叫＝軋〃（㌔（叫）－1l∇凡M（㌔（叫）l卜△（叫  

とする・ただし，∇軋M（㌔（〟））は関数軋M（〇）の㌔（〟）  
における勾配ベクトルであり，△（〟）はパーティション〟  

の最も長い辺の長さであるとする．ここで，関数軋〃（ご）  

は凸関数であるので，凡冊（ご）≧β（〟），ご∈〟が成立し，  

式（4）を満たしている．  

を満たしているものとする．ここで，β（〟）はパーティショ  

ンノ叫ん＿1の各要素における下限値であり，βんは式（3）で定  
義される．また，分割によって生成されたパーティションを  

ア去＝（〟′）とし，f（凡才′）＝f（〟）＋1とする・  

1－2凡才⊂5年＋Cとなる凡才∈現を消去し，残った集合を  

ノuととする．  

1－3 全ての〟∈〟乞に対して下限β（〟）を求める．ここ  

で，下限値の算出には次の関数   

IIl   

巧佃（ェ）＝拍）＋伸∑【max（0，pJ（可げ  （2）  

J＝1  

仲＝〃β 叫〃）  

を用いる．（算出法は2．3節で述べる．）  

1－4．Mた＝（ルーん＿1＼アた）∪ル1ととして  

βん＝min（β（〟）：〟∈ルイん）  
（3）  

とする．ここで，β（〟）＝βんを満たすパーティション人イた  

の要素〟を〟たとする．さらに，次を満たす（5烏＋C）0の  
頂点を㌦とする．  

〃た∩（ご‥（γ，エ）≧1，V∈V（（∫ん＋C）0））≠必・  

また，暫定解㌔を次のように定める．   

㌔∈argmin（軋机（〇）‥〇∈V（㈲，くγん，ヱ）≧1〉・  

ここで，V（〟た）はパーティションの要素〟たの頂点集合で  

ある・さらにαた＝軋机（㌔）とする・  

Step 2 

2＿1㌦に対する次の制約無し凸最小化問題を解き，最適解  
をzん，最適値を山たとする．  

2．4 Algorithmの停止基準   

Algorithmの停止基準の妥当性を示す．Algorithmの停  
止基準は次の（豆）～（諭）である．  

（五） 山ん＝0  

亡  

（呵 ∑【max（0，pj（㌔））】5＝O  
J＝1   

（豆扇） αた＝βた   

㌔が停止基準を満たすならば，問題（〟P）の最適解が得  

られていることを示す．   

Lemma2．1．任意の反復たにおいて   

ズe⊂ ∪ 〟  
∧J∈〟l・   

が成立する．  

Theorem2．1．Algorithmの反復kにおいてxkが停止基  
野（壱）～（最）を満たすならば，ごんは問題（〟P）の最適解で  

ある．  

minimize ¢（3：：Vh）＝maX（p（x），－（vh，3：）＋1）  
subjectto：r∈Rn  〈  

2－2くノた＝0を満たさない場合，5頼1＝CO（5と∪（zり），  

k←k＋1として，Steplへ戻る．   
山k＝0を満たし，次の条件   

m   

∑【max（0，pJ（㌔））ド＝0，αん＝動  
j＝1  

を全て満たすならばアルゴリズムは停止し，㌦は問題（βP）  

の最適解，㌔は問題（〃P）の最適解となる．   

上の条件のいずれかを満たさない場合，5叫1＝ぶん，た←  

k＋1として，Steplへ戻る．  
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2．2 パーティションの構築方法   

Algorithmにおけるパーティションの要素Mは全て矩形  

であり，次のように表される．  

〟＝（諾：α≦〇≦ム，α＜ら，α，ム∈月n）・  

また，パーティションの要素凡才の直径の中点をw＝（α＋む）／2  

とする．Stepl－2におけるパーティションの構築にはMの  
面に平行でひを通る（m－1）の超平面を用いることによっ  

てMは2nの要素に分割することができる（Konno，Thach  
andTuy【1】）・  
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