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2ノード待ち行列ネットワークの定常分布の裾の解析  
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として．J再）＝PXl－（¢（β））をノード1の系外からの到  

着の漸近ラプラスースチルチェス変換（呵 

． 

外からの到着のALSTをム（書）ノードよのサービス時  

間分布のLSTを飢（斤）．よ＝1，2とする．   

ノードよの時刻fでの系内人数を凡（け到着M．AP  

の状態をそれぞれJ去（畑サービスPHの状態をノ対）  

とおくと†このモデルは無限次元ベクトルQ（り ＝  

†（N車），Ji（f），ム（けよ＝1ち2）†によって記述される連続  

時間マルコフ連鎖となる．このマルコフ連鎖をノード2  

の人数でブロック化すると推移速度行列¢は以下のよ  

うなブロック3重対角行列の準出生死滅過程となる．  

1．はじめに  

待ち行列ネットワークにおいて待ち行列長の定常分布  

の直接的な解析は難しいことが多い．そのため，ネット  

ワーク内のあるノードの人数の周辺定常分布が指数的  

に減少することを利用して分布の据の減衰率を求める  

研究がAT丸一Ⅰネットワークにおける微小セル損失率の推  

定との関連で，近年注目されている．Cllal嗜【1】はイン  

ツリーネッ トワークに対して，ノードを上流から解析す  

ることによって，任意のノードの減衰率を求めた．しか  

し、ノード間の推移がフィードバックなどを含む一般の  

ネットワークに対してはノード間の挙動の依存性から  

解析は難しくなる．本研究では2ノードからなる待ち行  

列ネットワークに対してモそれぞれのノードの系内人数  

の周辺定常分布の減衰率の上界を与える漸化式を提案す  

る．この上界は各ノードヘの系外からの到着とサービス  

分布のラプラスースチイルチェス変換（Lar）1ace Stieltjes  

transhrl叫LST）の方程式を解くことによって得られる・  

この方法はジャクソン型ネットワークの場合には厳密な  

減衰率を与える．   

2。2ノード待ち行列ネットワーク  

以下の図の様な2つのノード1，2からなる待ち行列  

ネットワークを考える．各ノードへの到着はそれぞれ  

独立にマルコフ到着過程（九Iarkoviallarrivall）rOぐeSSt  

MAP）に従い，サービス時間分布は相型分布（PH）に従  

うものとする．ノードよ（＝1，2）でサービスを終えた客  

は；確率釣で系外へ去り．1－J）ヱで他方のノードへ推移  

するものとする．   
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ここでq内の各行列はそれぞれノード2の人数でブ  

ロック化したときの推移速度を表す無限次元行列である．   

ここでシステムは安定であると仮定する，つまり平衡  

方程式訂¢＝0，汀eT＝1を満たす定常ベクトル汀が  

一意に存在するものと仮定する．   

ノードよの人数の周辺定常分布をヴ直）とする．  

1ng（γ宣）＝1inl叫一1馴（け）  
†い一√X・Tl  

が存在するとき7・よ∈伸1）をノードよの周辺定常分布  

の減衰率と呼ぶことにする．  

3．周辺定常分布の減衰率の上界   

ここで，り＜1がヴ1（・）の減衰率の上界の一つとして  

与えられたときにヴ2（・）の減衰率がどのような値になる  

かを考える．   

エルゴード的準出生死滅過程に対して．定常ベクト  

ルをノード 2 の系内人数によってブロック化汀 ＝  

（p（0）p（1）p（2）…）すると．非負無限次元行列月  

が存在して．  

p（け2）＝p（1）月丁′・2‾1 汀2＝2．3．‥・  

が成り立つことが知られている．また．ノード2の系内  

人数定常分布の減衰率上界に関して以下のことが示され  

ている．  

命題1【2】定数丁＞0．且f＜∝とベクトルモ＞0が  
ノード1への系外からの到着間隔をけ”：・け＝1，2，…†  

とする．このとき  

¢（β）＝lillllog町珊＋・‥棉） 
Iい】（X＝ γI，   

】  

り壬¢0＋吼＋丁（⊇2）≦0・  

p（1）≦封｛  

くeT＜∝  

－80－   
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を満たすときヴ2（”′）≦JダミeTTけ十∀・′｝′が成り立つ．ロ  

従って．命題1の条件を満たすべクトルfの存在性と  

丁がわかれば†ノード2の周辺定常分布の裾の減衰率が  

求まる．ここでりがヴ1（・）の減衰率の上界の一つである  

ことからフこのとき無限次元ベクリレp（1）の各成分も  

また指数減衰的な性質を持つことがわかりっ命題1の2  

段目の関係式をフィードバックを含むモデルに対し拡張  

することが出来る．本研究では・りに対してモーTが以下  

の方程式の解として与えられることを示した．  

命題2 以下の方程式を満たす（．†フ，〃1什1．β）  

仮定3  

1   1－J）2 －  1  

＞  

l     ′イ1）（0）ク圭1）（0）′〟ミ1－（0）  
1  1－J）－  1  

万両＋蒜＞訂両  

を仮定する．ここで関数Jの1階微分をJ（＝で表すも  

のとする．   

－1／ノブ1）（U）はノードよの系外からの平均到着乳  

一拍…1）（0）はサーバーが稼動しているときのサービス  

率を表している．従って，仮定3のよ（＝1て2）段目の式は  

フィードバックしてくる客の到着率が他方のノードが常  

に稼動していると仮定したときのノードノに村する安  

定性条件を与えている．そのため，仮定3はシステムが  

安定であるための十分条件となる．   

仮定3のもとでは丁川＜克り｝よ＝1っ2が成り立ち．  

T（り＝1il11．．ん†∝J∴よ＝1，2としたときに逐次代入が意  

味のあるものである，すなわち1未満の減衰率の上界が  

得られることが示される．   

ゆえに系内人数の周辺定常分布に関して  

1 . 

1il11S111一－1ムgqi（・17，）≦log（T（り），i＝1．2  
γい→OC’J？′   

が成り立ち減衰率の上界丁（1）フ丁（2）（＜1）が得られる．  

例ノードよの系外からの到着率kサービス率ハの  

ジャクソン型ネットワークを考える．このときTf2〉は  

ノード1の退去率が／り と仮定したときの減衰率とな  

るので，12）〒（（1－ハ）／′・1＋Å2）ル2．以後同様にして  

・汀＝1，2・‥に対して  

Jl（什）別ト｝：）  

J2（ノブ）ク2（－〃）  

亡l・＋ノブ＝J：＋折  

り≦Jl（n・）＜1，・－フ＜0  

が存在するとき，γ＝J2（ノウ）とおくと，モが存在して命  

題1の条件を満たす．  □  

4．裾の減衰率の上界を与える漸化式  

フィードバックを含むネットワークモデルに対してはっ  

3節で仮定したヴ1（・）の減衰率申ま未知である・そこで「  

ノードの対称性からノード1の減衰率の上界にも命題2  

を同様に適用することができることを利用して7自明な減  

衰率の上界・け＝1から出発して？他方のノード1，2の減  

衰率の上界を交互に求ていくことによって成分がノード  

よの減衰率の上界となる琴列i止り；け＝0チ11…い＝1，2  

を生成する以下の逐次代入を行う．   

（STE♪1）十分小さい∈＞0をとり・n′＝11  

句 ＝1－仁，亮2－＝トビ！とおく （1）  

（STEP2）TJ上2）＝ 
．ごノ∈1、 

（STEP3）Tチノー＝ 

ハ。、 

Jノ）＝イー （STEP4）丁∴1）＝丁∴リ1かつ．聖1 
そうでなければ〃・に1を加え（STEP2）へ  

ここで1集合ど1（丁）フど2（T）は以下で与えられる・  

ご1（丁）＝（什：］（什，ノブ7Jニ†〝）て  

（1），（2）t（3）t〝＜Utム（ノ・ヲ）∈（Tll）†  

∫2（丁）＝（．ノラ‥］（町ノブ，．｝：1〟）！  

（1）モ（2）÷（3い：＜OJl（nり∈（T，1）l   

この逐次代入によって生成される数列†丁∴り†てよ＝1，2  

は【0†1］の単調非増加列となる・このとき  

（人2＋（1一打）入り∑ニ：－＝0つノん  
互．2）＝で／′・1＋   

／ノ2  

を得る7ここで「′一＝（1－ノ）1）（1－ノブ2）とする・．よって  

「′＜1で丁（2）＝ （Å2＋（1－ノブl）入1）／／′・2（1－「′）となり漸  

化式は厳密な減衰率に収束する．   
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