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順序制約付きナップサック問題の近似解法と厳密解法＊  
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1 はじめに  

ある商品を採択するには，それに先行するすべての  

商品が採択されていなければならないという先行順序  

制約を持つn個の商品1，2，…，和があり，それらの重  

量と利得をそれぞれ叫，釣（去＝1，2，‥・，乃）とする．こ  

れらを容量βのナップサックに詰め込み，順序制約を  

満たしながら総利得を最大とする問題を，順序制約付き  

ナップサック開港（PCKP）と呼ぶ・これについては動  

的計画法（DP）による解法を提案した【1】が，DP解法で  

は大きなサイズの問題を解くことは困難であった．こ  

れに対して，本稿では比較的精度の良い近似解法を高  

速に求めることのできるグリーディ解法と，この結果  

を利用して問題のサイズを大幅に削減する問題縮小法  

を検討する．  

図1：無閉路有向グラフ上のPCKP  

とすると，この間嶺は整数計画問題として以下のよう  

に定式化される．  

PCXP（G）：  

Max・ ∑p帯  
i∈V  

s・t・∑叩‘≦月  

i∈Ⅴ  

2 問題の定式化  

PCKPは有向グラフを用いて，次のように表現でき  

る．まず，商品に対応して節点集合Ⅴ＝（1，2，…，れ）  

をとる．次に，商品iが商品Jに先行するとき，節点iか  

ら節点jへ有向枝（よ，ゴ）を引き，このような枝全体の集  

合をβ⊆yxγ．と記す．順序関係の定義から，有向グ  

ラフG＝（Ⅴβ）にはサイクルは含まれないものとす  

る．すなわち，Gは無閉路有向グラフ（DAG）であり，  

その節点はトポロジカルに番号付けられていると仮定  

してよい．   

図1はこのようなDAGの一例である．“こおいて，  

節点iから節点jへの有向道があるとき，iはjの先行節  

点，ゴはiの続行節点であるといい，i→jと記す．   

ここで，  

∬i≧∬J， ∀（i，J）∈g （3）  

∬i∈（0，1），∀i  （4）   

3 グリーディ解法  

一般性を失うことなく，以下では節点1（れ）がGの唯  

一の極大（′り節点であると仮定し，  

叫≦β，∑ニ1叫＞β  

とする・また，節点iの先（続）行節点の集合を打（町）  

と記す．すなわち，  

吋：＝（J∈y圧か）∈恥  

町‥＝（J∈Ⅴ伸，j）∈β）・  

以下のアルゴリズムによって得られる解ベクトルを  

グリーディ解と呼んで℃Gと記し，その解における利得  

をzGとする．   

∬‘＝ 

（三；  

節点iを採択するとき，  

そうでないとき．  
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重量／利得  

アルゴリズムGreedy  

Stepl：£＝（∬il盲＝1，2，…，n）を∬i‥＝0；∀fと  

する．zG：＝0，ひG：＝0とおく．  

Step2‥ 節点ト∈Vで，∬i＝0，∀J∈吋について   

∬J＝1，ひG＋叫≦月を満たすものを探す・その  

ようなiが見つかれぼStep3へ，そうでなければ   

Step4へ進む．   

Step3：Ji：＝1，ZG：＝ZG＋釣，ひG：＝ひG＋叫と  

して，Step2へ戻る．   

Step4：（£，ZG）を出力して終了・   

例えば，図1でβ＝8として上のアルゴリズムを適用  

すると，グリーディ解〇G＝（1，1，0，1，0，0）とzG＝5を  

得る．  

β＝1  

図2：縮／トされたPCKP   

5 数値例  

より大型の例題として，れ＝200，β＝1000，p＝0．4で，  

叫，釣を【1，100】間の一様乱数より発生させたものを用  

いたところ，ZG＝894のグリーディ解を得，200変数中  

14個が1に，179個が0に固定され，7変数のみが残っ  

た．これをDPで解いて，Z■＝937を得たが，これに要  

した計算時間は全体で0．003秒であった．これに対して  

元の問題を直接DPで解くと1．58秒を要した．  
4 問題の縮小化  

Gの節点よ，J∈Ⅴについて，iの上（下）滝部分Vi（Ⅵ）  

を  

Vi：＝（J∈VIJJi），  

Ⅵ：＝（j∈Ⅴい→カ．  

により定義する．坑：＝Ⅴ＼Ⅵは，Ⅵの補集合で，  

Ⅳ‘：＝∑J∈いり，  
君：＝∑J∈ア‘町  

と置くと，次が成立する．   

定理1．PCKPの最適解を2：．＝（3：：）とすると，   
（i）Ⅳi＞βであれぼイ＝0，   

（ii）君＜zGであればイ＝1．  

証明：明らかである．□   

図1の例題については下表の結果を得る．  

6 まとめ  

順序制約付きナップサック問題の近似解法と，問題  

縮小法を検討し，かなり大型の問題を解けるようになっ  

た．今後，計算機実験をより本格的に行い，その結果と  

考察を発表当日に報告する予定である．  
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u  yi   Ⅵ   lγi  彗   

1，2，3，4，5，6  4   0†   

2  1，2   2，3，6   5   6   

3  1，2，3   3，6   8   8   

4  1，4   4，5，6   7   4†   

5  1，4，5   5，6   9●  6   

6  1，2，3，4，5，6  6   15●  9  

表中の＊，†は定理1の（i）（ii）により，それぞれ0，1  

に固定される部分を示す．このようにして，固定された  

部分を差し引くと，図1は図2のように縮′トされる．  
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