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皿 は旺めに  

托×m実行列の空間を月nXnとする．ズ，y∈尺れ×nに対  

して仁仔lXn上の内積ズ・yをズ・y＝trズγyで，ズのノ  

ルムをIげ‖＝（ズ・ズ）吉で定義する・また，β－1⊂月nXn  

をmx†l対称行列の空間とする．ズ∈ぶnに対して、片  

が半正定値のときズヒ0と表す・行列ズの五行j列を  

ズーjと表す・   

ここで，半正定値対称行列を変数に持つ関数J：ざn→  

卜∞，＋∞］を考える・関数／が凸であるとは，任意の  

ズ，l′■∈∫nとα∈【0，1】に対して  

αJ（ズ）＋（1－α）／（y）≧J（α方＋（1－α）y）   

が成立することをいう．関数／のレベル集合（ズ ∈  

∫nげ（ズ）≦α）があらゆるαに対して閉集合であるキき，  

／を閉凸関数とよぶ・凸関数Jが，J（ズ）＞－∞，∀∬∈  

βnかつあるズ∈βnに対してJ（ズ）＜＋∞のとき，／を  

真凸関数とよぶ．   

X∈ざnに関する次の半屯定値凸計画問題を考える・  

2 交互方陶乗数波  

間題（1）と等価な以下の問題を考える・  

lTlinJ（ズ）＋g（y）s・t・ズ＝y・   

ただし  

（3）  

九（ズ）ir一打と0  
（4）  J（ズ）＝   

otherwise  

ニ汁・＝ 

〈ミ  

irAi・y＝ふi，i＝1，…，m  

otherwise  
（5）  

である．（3）のような形に定式化された問題に対しては，  

交互方向乗数法［1】を適用することが可能である・  

交互方向変数法   

S七epO：初期値yO，PO∈ぶれお皐び定数入＞0を  

定める．ゐ：＝0とする．  

S七epl：ズに関する最小化問題   

min〈′（ズ）・Pた・ズ＋言l】ズーyん‖2〉（6）   

を解き，その解をズ頼1とする．  

S仕ep2：yに関する最小化問題   

血（g（y卜Pた・l′＋；‖ズ叫－－′1l2〉（7）   

を解き，その解をy頼1とする．  

S七ep3：Pたを   

〆・1‥＝Pた＋；（ズ叫－yた†1）  

と更新し，ゐ：＝ん＋1としてSteplに戻る．   

交互方向乗数法の各ステップを詳しく見てみよう．（4）  

よりSteplの問題（6）は  

min 九（ズ）＋Pた・ズ＋釦ズーyたIl2  

s．t． ズ∵ト0  

ntin 九（ズ）  

S．t．Ai・ズ＝ふi，i＝1，…，m，  （1）  

ガト0   

ただし，関数九‥∫n→（－∞，＋∞】は閉真凸関数とし，  

すべてのiに対して，Ai∈∫れは定数行列，biは定数であ  

る．もし関数九が定数行列C∈∫nを用いて，  

（2）  九（∬）＝C－・ズ   

と表されるとき，問題（1）は半正定値線形計画問題とな  

り，内点法を適用することが試みられている【2】・   

本報告では，半正定借凸計画問題（1）に対して，非線  

形最適化アルゴリズムの1つである交互方向乗教法を適  

用することを提案する．このアルゴリズムは分解法であ  

り．その性質が問題（1）において効果的に利用できるこ  

とを示す．  
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と書ける．特に，関数／が（2）で与えられる場合は，上  

の問題は次のように書き換えられる．   

であるから，制約I竹J＝叫2，∀Jを緩和することに  

よって，次の半正定値線形計画問題を得る．  

1れi－1Ⅳ・Q＋2cγひ  miI－（C＋Pた）・ズ＋釧ズーyたIl2  

s．t．．ガト0．  

このときの解片付1は   

ズ刷＝ ［yた一三（C＋Pた）】．  

（ニ■ご）と0・ 
（11）  

S・t・I竹J＝lり，∀J，   

（8）  ただし，ぴT伽＝∑一明（∑j町り）＝∑り叫里鞘＝  

Ⅳ・Qに往事する・   

ここで、行列ズ，Q∈ぶ（叫1）を  

ズ・＝（ニ汀豆＝（三三）  

とし，関数Jおよびタを（y’∈β（叫1））  

〈 

∂ 
榊）＝ 

。  

と表すことができる・ただし、ト】＋は集合£＝（ズlズヒ  

0）への直交射影である．   

一九Step2の問題（7）は  

min 一夕烏・y＋訓ズ頼1－ytl2  

S．t．4・y＝ムi，よ＝1，‥．，m  

と書ける．この間題はl′に対する2次計画問題である  

から．その解は，制約月√y＝帰こ対するラグランジュ  

乗数を呵とすると   

｝・・＝∫（頼）＋uiA汗〆）  
f＝1  

（9）   

と表される・これを4ry＝bjに代入すると，各ノ＝  

1，．‥、m．に対して  

油AJ・瑚叫＝占ゴーAJ・（ズ（叫＋；pた）（10）  
l 

となる・したがって、叫に関する連立方程式（10）を解  

いた結果と（9）より、問題（7）の解を得る。   

3 0－1（2次）計画問題に対する応用   

′ll：∈Ⅳlを成分が0または1のベクトルとして，次の  

2次関数を目的関数とする0－1計画問題【2】を考える・   

lllill・しUr（ヨ′U＋2cγⅧ  

s・t．ひ∈（0，1）n．  

ただし．Q∈∫n，C∈月nである．以下では半正定借行  

列を用いて，この0－1（2次）計画問琴の緩和間琴考構成  

し，前節で述べた交互方向乗数法がこの緩和問題に対し  

て．効率よく適用できることを示す．   

2次方程式を用いると，0－1制約集合は（可り（叫－  

1）＝0，∀力と表すことができる・一これは凸集合ではな  

いので．－  この集合を含むような凸集合を考える．新しく  

変数Il・’∈∫nを導入すると，   

lり（lり－1）＝0，⇔ り2＝り  

⇔ 叫J＝叫，町J＝叫2  

ご∫ト 寸、  ifりJ＝り叫1＝y叶1J，∀J  

ot，herwise  

とおけば，問題（11）は問題（3）と同様の形に書き換え  

られ，上で述べた交互方向乗数法を適用できる．この場  

合，Steplの片付1は   

ズ帰＝［yk一三（∂＋〆）】．  

となる．次にStep2のy“1は，1≦f，J≦nに対して   

瑠＋1＝ズ㌻1＋璃／人 言≠J   

鴇＋1＝（叫嵩1＋∬訂1＋（増刷＋境）／入）／3  

によって簡単に計算できる．したがって，0－1計画問題  

の緩和問題（11）に対して，交互方向乗数法が効率よく適  

用できる．  
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