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巡回セールスマン問題に対するA－Optの確率的多項式性  
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乱 はじめに  

組合せ最適化の有名な問題の一つに，巡回セー  

ルスマン問題（TSP）．がある．これは，枝に長さ  

の付いた完全グラフが与えられたときに，その長  
さの和が最小となるHamilton閉路（以下，巡回  

路と呼ぶ）を求める問題である．   

2－Opt，および2－Optを一般化した入－Optは，お  

もに対称なTSPに村する局所探索法の一種であ  

り，ある巡回路から入本の枝を入れ替えてつく  

られる新たな巡回路の集合を近傍とする局所探  

索法である．2－Optは，経験的には多項式程度の  

反復回数で終了することが計算機実験などから  

知られている．しかしその一方で，2－Optが指数  

回数の反復を要する問題例が存在することが知  

られている．また，確率的な議論により以下のよ  

うなことが示されている．   

定理皿。皿【1】d次元単位格子内に几個の節点が  

一様に分布し，節点間の距離がエ1ノルムで定義  

されている問題において2－Optの反復回数の期  

待値は0（m6log几）である．ロ   

定理皿。2【2】2次元単位平面上にれ個の節点が  
一様に分布し，節点間の距離がユークリッド距離  

で定義される問題において2－Optが0（几16）以上  

の反復回数を要するのは高々c／れの確率である．  

ここでcは定数．口  

本論文では，この定理1．1，1．2の結果を拡張し，  

より一般の場合の証明を行なう．  

仮定2。皿グラフの中の枝eの長さを∬eとする  

と，すべての枝に対し，  

エmれ≦範≦エmαご  

となるような定数エmh，エmα。が存在する．口  

それぞれの巡回路はれ本の枝から構成されるの  

で，巡回路の長さはれエmiれと几ムm。。のあいだの  

長さとなる．入－Optの一度の反復では巡回路から  

入本の枝を取り去り，別の入本の枝を使って再構  

成する．巡回路の長さは，乃エminとmエm。。のあ  

いだの長さにあるので，一回の反復で少なくとも  

Jだけ長さが短くなるならば，反復回数は  

（1）  

以下となる．ここで，  

エ ＝ エm。〇一エmれ  

である．つまり，gが大きければ反復回数は小さ  

くなる．そこで，んoptの一回の反復で巡回路が  

どの程度短くなるかを考えることにする．一回  

の反復で短くなる長さは，巡回路から取り除かれ  

るÅ本の枝の長さの合計と巡回路を再構成する  

ために使われる入本の枝の長さの合計との差で  

ある．与えられたグラフに対して入一Optの反復  

で巡回路の枝の入れ替えに使われる可能性のあ  

るこの合計2入本の枝の組合せに対し，番号付け  

を行ない区別することにする．そのた番目の組  

合わせを使って，Å－Optの反復を行なうときに巡  

回路が短くなる長さを確率変数Z入，たで表し  

Z＝ng埴  

とおく．このとき，例えば0＜Z≦Jとなる確率  

がまより小さくなれば，（1）より入－Optの反復回  
数は確率卜去以上で，高々苧回となることが  

示される・そこで，このg入，たに対して以下の仮  

定をする．  

仮定2。2れに依存しない定数吼＞0，α入＞0  

が存在し，  

P（0＜g入，た≦り ≦ 且弘£α入（brallゐ，f＞0）  

をみたすものとする．□  

詔 確率的多項式悼  

まず，節点数が几で枝の長さがそれぞれ適当  

な確率分布にしたがって定まるような完全無向  

グラフ上でのTSPを考える．このグラフ上で  

んoptを行う．以下では，それぞれの反復で巡回  

路の長さが短くなるような枝の入れ替えだけを  

許し，巡回路の長さが変化しないような枝の入れ  

替えは行なわないものとする．まず，以下の仮定  

をする．  
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定理3．2γも個の節点がd次元単位格子内に節点  

が一様に分布し，節点間の距離がエ1ノルムで定  

義される問題は仮定2．1をエ＝2，仮定2．2を  

α入＝1，〟入＝喜でみたす・したがって，確率  

1一旦以上で反復回数は高々几2入＋2である．ま †l  

た，反復回数の期待値は2m2入＋2log2m以下であ  

る．□   

3．3 ランダムユークリッドTSPの場合   

ここでは，d次元における2－Optでの結果のみ  
示す．2次元の場合には以下の定理が成り立つ．   

定理3．32次元単位平面上に節点が一様に分布  

し，節点間の距離がユークリッド距離で定義され  

る問題において2－Optは仮定2．1をエ＝ヽ乃，仮  

この仮定の下で，以下のような入一Optに対する，  

確率的多項式性を証明することができる．  

定理2．1仮定2．1，2．2をみたすような問題の群  

では，確率卜吉以上で入－Optの反復回数は高々  

上平（肋れ2入＋1）小人である．□   

とくに，仮定2．2がα入＝1でみたされる場合  

には，反復回数の期待値に対して以下のことを示  

すことができる．  

定理2．2問題の群が仮定2．1をみたし，また  

α入＝1で仮定2．2をみたすとき，入－Optの反復回  

数の期待値は2ム〟入m2入＋2log2几以下となる．□   

これらの仮定2．1，2．2は次節で示すように，応  

用上重要ないくつかの問題のクラスでみたされる．   

3 実際の問題例   

この節では，ランダムTSPや，節点間の距離  

がエ1ノルムで定義された問題に対する入－Opt，  

また，ランダムユークリッドTSPに村する2－Opt  

が仮定2．1，2．2をみたすことを示す．したがって，  

これらの問題例に対しては入－Optの反復回数が  

確率的に多項式であることが示される．   

3．1 ランダムグラフ上でのTSP   

まず，枝の長さが，枝ごとに独立にある確率分  

布に従って定まるようなTSPに対し，以下が成  

り立つ．  

定理3．1枝の長さが，枝ごとに独立に確率密度  

関数タ（f）によって定まる問題を考える．仮定2．1  

がみたされており，ある定数Uによって  

g（f）≦ ぴ（brallf）  

となっているものとすると，この間題の群は  

吼＝エ2入－1［／2入，α入＝1として仮定2．2をみ  

たす・したがって，確率卜孟以上で，入－Optの  

反復回数は高々（エり2入れ2入＋2である．また，反  
復回数の期待値は2（エU）2入几2入＋2log2れ以下と  

なる．□   

3．2 節点間の距離がエ1ノルムで定義され  

た問題   

節点が，d次元単位格子内に一様に独立に分布  

し，枝の長さは，節点間のエ1ノルムで定義され  

る問題に村し，以下が成り立つ．  

一 

1  

l
2
 
 

定2．2をα入  

たがって，確率   

は高々8汀2∬ぎmllである・ここで巨打1はある定  

数．田  

3次元以上の場合には以下の定理が成り立つ．  

定理3．4d（d≧3）次元単位格子内に節点が一様  

に分布し，節点間の距離がユークリッド距離で定  
義される問題において2－Opt■は仮定2．1をエ＝  
誼，仮定2．2をα入＝1，城＝3∬2C。＿1C。2 ddd一書  

でみたす．したがって，確率1一旦以上で2－Opt 几  

の反復回数は高々3∬2Cd＿1Cd2dddγ16である．ま  
た，反復回数の期待値は6∬2Cd」Cd2ddd㌦log2m  
以下である．ここで，∬2はある定数，Cdはd次  

元単位球の体積を表す．ロ   
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