
1998年度日本オペレーションズ。リサーチ学会  

春季研究発表会  

大規模A正肝のモデルとウエイトの算出  

●i－P－●己 了  

01202782 静岡大学 関谷和之 KazuyukiSEKImNI  

O1702180 静岡大学 八巻直一 NaokazuYÅMAKI  

第1段階では同一グループ内の代替案の重要度を算出し，も  

し2つ以上の連結成分がグラフCに含まれており，かつ，相  

異なるグループに含まれる代替案間での重要度が必要であれ  

ば，第2段階としてグループ間での評価を行う．このような  

2段階の評価を提案する．枝で点対が結ばれている関係を示  

す一対比較グラフGの接続行列をA∈月nX圃とする．   

代替案のある重要度ベクトルw＝（ぴ1，．‥，ぴれ）γに対して，  

各評価者J＝1，‥・，エによる一対比較値坊，（り）∈垢は  

叫／叫＝簸である場合が理想的な一対比較値であると考  

える・つまり，評価された一対比較値和まある重要度の比  

叫／叫から偶然誤差によって解離が以下のように生じてい  

るものと仮定する．  

＝∈ミ 
J  （1）  

ここで，亡！メは誤差項である・   

本稿では，正数zを対数変換した値を亘＝logzとする．ま  

た正の要素からなるベクトル監に対して，Zの各要素を対数変  

換して得られるベクトルを云とする．（1）の両辺に対数変換を  

行うと  

砺一重＝鴇＋ち  （2）  

である・一対比較値の逆数対称性の仮定鴎＝1／かこより  

（2）は1≦豆＜ブ≦れの範囲で考えればよい．   

圃次元ベクトルむを接続行列Aの列に割り当てられた  

枝の並びに沿って鴇を並べたベクトルとする・各評価者g＝  

1，…，エが代替案対（盲，ブ）∈垢に与えた評価が坊であれば，  

一対比較グラフGの点壷から点ブへの枝の容卦ま鴇とする・  

これらの容量鴇（壷，ブ）∈垢（J＝1，…，エ）を含めた一対比較  

グラフGを一対比較ネットワーク〟と呼ぶ．一対比較ネット  

ワーク〟の接続行列Aとカットベクトルあを利用すること  

により，誤差モデル（2）は以下のように与えることができる．  

AT一石＝む＋亡  
（3）   

ここで嘘＝（扉1，…，鳴．）t，∈∈月l叫ま接続行列の列に割り当  

てられた枝の並びに沿って誤差項e；ノを並べた誤差ベクトル  

である．   

重要度ベクトルを求めるために，誤差最′J、化問題（4）を解  

くことを考える．  

m叫IAr由一剛  
（4）   

一対比較グラフGが複数個の連結成分から構成されてい  

る場合，問題（4）は連結成分により分割した代替案のグルー  

皿 は暖めに  

階層的分析法AHP（AnalyticHierarchyProcess）主観的評  

価を伴う評価項目間の相対比較，および代替案間の相対比較  

を定量化する手法として有効であることが知られている．代  

替案もしくは評価項目の数が多く，かつ評価者が複数である  

ような意思決定の場面で，適応可能なようにAHPの枠組み  

の拡張する．  

望 未規模ÅⅢ『のモデル   

本節では，大規模AHPでの一対比較値群を適切に表現す  

る形式を論じる．   

大規模AHPでの一対比較の評価法は以下の通りである．  

「各評価者が相対評価できる代替案（代替案）間のみの一対比  

較を行い，一対比較による相対評価を行わない代替案′（代替  

案）間を許す．」   

一対比較値の逆数対働こ性を仮定する．以降で説明する一対  

比較値群の表現形式は，各評価項目に対する代替案間の相対  

評価で記述する．   

評価者はエ人とし，代替案をm個とする．このとき第J評価  

者が一対比致した代替案対の集合を垢＝（（豆，川代替案盲＜  

メは第g評価者によって相対評価された．）とする．第g評価  

者が代替案盲に対して代替案ブを一対比改した場合、その一  

対比故値を塊とする・   

いずれかの評価者によって一対比較された代替案対の集合  

∬は∬＝∪た1垢であり，また，いずれの評価者からも一対  

比較されなかった代替泰対の集合厨は斤＝（（豆，州1≦壷＜  

ブ≦れ）＼∬である．本稿では各評価者が一対比致しない代替  

案間の存在も許すので，厨≠¢となる場合もありえる．そこ  

で，全代替案間の中で一対比較された代替案対を示すために，  

代替案亘を点ほ対癒させて，点集合V＝（1，…，乃）と有向  

な並列枝の集合屈から構成されるグラフG＝（竹β）を考え  

る．ここで，各枝は各評価者J＝1，…，エ毎に代替案豆，ブが  

（五，j）∈垢であれば，またその時に限り点iから点jへ枝を  

結ぶことことで与えられる．このグラフを一対比故グラフG  

と呼ぶ．通常のAHPでは，単独の評価者により全代替案対に  

対して重複無く一対比較を行うので，対応する一対比故グラ  

フGは並列枝を含まない完全グラフである．グラフGの同  

一連結成分内に含まれる点に対応する代替案を同一グループ  

に分類することで，全代替案をグループに分割する．そこで，  
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値をもって，グループの一対比較値とすることの妥当性が示  

される．さらに，評価者が単独，すなわちエ＝1ならば，式  

プ毎に分割できる．連結成分に対応した代替案のグループ毎  

に問題（4）を解くことで，各グループ毎に独立してグループ  

内の代替案の重要度ベクトル決定が可能となる．そこで，以  

降では一対比較グラフGは連結であると仮定して，問題（4）  

の解き方については第3節で提案する．  

αn；＝1Z‘jは幾何平均法そのものである・   t巧＝  

重複評価がなく，ある代替案間に対して一対比較されていな  

い場合は，いわゆる不完全データを伴うAHPであり，斤≠¢  

かつIgl＝圃である・この時の一対比較グラフをG，一対比  

較ネットワークを〟とする．重複評価がないので，得られた一  

対比較値群琉（盲，ブ）∈垢（J＝1，…，エ）を隼再，ブ）∈〝と記  

す．さらに、訂ii＝1，豆＝1，・‥，乃とし，ごJi＝1／ェij（盲，j）∈∬  

とするノ、－カー 法【2】は導出すべき重要度叫（豆＝1，‥・，m）  

が存在するものとして，そiJを第（盲，ブ）要素として持つ一対比  

較行列三を補完モデル（7）により構成し，一対比較行列≡に  

対して重要度ベクトルを算出する．   

モーブ＝〈 叫 
（7）  

式（7）の両辺に対数変換を行うと，   

＿。 £ブ＝〈 
（8）  

が得られる．ここで，式（8）に対応する一対比較グラフをC●，  

一対比較ネットワークを〟■とする．一対比較ネットワーク  

〟●は（五，ブ）∈斤である点iから点メへの枝を〟に追加して  

その容量を動一正jとして得られるものである・補完しない  

場合の問題（4）に冗長な情報を追加したものが，式（8）で得  

られる問題（4）であることがわかる．つまり，不完全データ  

に対してハーカー法に倣った補完モデル（8）により構成され  

た問題（4）から得られる重要度ベクトルと不完全データのま  

までの問題（4）から得られる重要度ベクトルは一致するので，  

式（5）は幾何平均法におけるハーカー法と解釈することも可  

能である．  

3 重要度の算出法   

‖川をユークリッドノルム‖川2とすると，問題（4）の最  

適解血は正規方程式AATtぁ＝Aわの解として得られる．接続  

行列AのランクはrankA＝れ－1である．したがって，こ  

の正規方程式の解は一意ではない．このとき，次の補題が成  

り立つ．   

補題 3・1（【1】の定理1（P・104））任意行列A に対して  

AT〟Ar＝Ar，（Aγ〟）T＝Ar〟を満足する行列〟が  

存在し，m叫IATtヵー鞘2の一般解は宙＝〟わ＋（ト〟Aりy  

で与えられる．ただし，y∈月岬lは任意の実数値ベクトルで  

ある．   

これより，次の結果が得られる．   

定理3．2問題〟ノに対して、AAT＋11rは正則行列であり、  

Q＝（AAr十11T）‾1Aとおくと，AAr血＝舶の一般解血  

は次式で与えられる．  

虚＝Qb＋1，  
れ   

ただし，丘は任意の実数である．  

（5）   

本稿では，式（5）で与えられる励を占一重要度ベクトルと呼  

び，逆対数変換したベクトルひをα一重要度ベクトルと呼ぶ  

ことにする．   

次に，すべての評価者が全一対比較を行う場合，つまり，  

閃＝エ圃であり斤＝¢である・このときAAr＋11rの対  

角要素はエmであり，非対角要素は0である．また，Aむの  

第ほ素は，－∑；三1∑た1蓋い∑昌仙∑た1鴇と書ける・  

ここで，妬＋鴇＝0より，Aむの第ほ素は∑完1∑た1鴇  
となるので，以下の系を得る．   

系3．3すべての評価者が全一対比較を行う場合，占一重要度  

ベクトルは次のように与えられる．   

j＝1 J＝1   
ァ‘＝三云｛主立軌≡，可‥・，m・（6）  

4 おわりに   

提案した枠組み「大規模AHP」は，既存のAHPの自然な  

拡張であることを示した．また，大規模AHPは適用事例に  

応じて手軽に拡張，変更できる．   

木枠組みにおける重要度算出法に関しては，今後様々な検  

討，適用事例での検証を行う必要がある．さらに，Saatyの定  

義した整合度に対応した，重要度に対する信頼性の尺度を確  

立する必要がある．   
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