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1 はじめに  

本稿では，重み付き多数決ゲームでの，シャー  

プレイ・シュービック指数の比較とバンザフ指数  

の比較が，〟アー完全である事を示す．  

問題SSl  

INSTANCE：几∈Z＋＋，G＝（那Ⅷ1，W2，‥．，Wm）∈  

Z；＋1・ただし（1／2）∑た．叫＜q≦∑た11Ui，  

ぴ1≧ぴ2≧・‥≧ぴmを仮定する．  

QUESTION：Gの原シャープレイ・シュービッ  

ク指数（？1，…，平和）は恥＞0を満たすか？   

2 定義  

Ⅳ＝（1，2，‥．，れ）をプレイヤーの集合とする・  

このとき，ベクトルG＝（9；ひ1，ぴ2，．‥，Wれ）を  

重み付き多数決ゲームと呼ぶ．ただし，叫は，プ  

レイヤー五の持つ票数の重みで非負の整数，9は，  

投票の勝つために必要な票数で，1／2∑∀i叫＜9≦  

∑∀パ巧を満たす整数とする・プレイヤーの部分集  

合g⊆Ⅳを提携と呼ぶ・提携βが∑jぴWJ≧曾  

を満たすとき，gを勝利提携と呼び，∑Jび叫＜  

9を満たすとき，∫を敗北提携と呼ぶ．プレイヤー  

の順列汀＝（汀1，…，灯れ）に閲し，（Tl，…，訂ト1†  

が敗北提携，（打1，…，訂ト1，訂i）が勝利提携である  

とき，プレイヤー汀iを汀に関するピボットと呼ぶ．  

原シャープレイ・シュービック指数ベクトルや＝  

（pl，…，勒）で表わす・ただし，？；は，Ⅳの全順  

列の中でプレイヤーiがピボットとなる個数であ  

る．任意の提携ぶと，任意のプレイヤー壷に対し，  

提携のペア（g，g△（り）が各々，勝利提携と敗北  

提携であるとき，プレイヤーiをgに関するスイ  

ングと呼ぶ．ただし，△は対称差を表わすものと  

する・原バンザフ指数をベクトルβ＝（β1，…，βn）  

で表わす．ただし，βiは，プレイヤーiがスイング  

となる提携の個数である．  

本稿では，問題SSlが〟アー完全である事を  

示すために，以下のナップサック（KP）問題から  

多項式時間帰着可能である事を証明する．   

問題KP  

INSTANCE：た∈Z＋＋，（恥α2，…，αた）∈Zi＋・  

ただし（1／2）∑た1αiは整数を仮定する．  

QUESTION：∑‘ぴαi＝（1／2）∑た1αiを満た  

す部分集合g⊆（1，2，‥．，りは存在するか？  

定理1問題SSlは〟アー完全である．  

証明：閉居KPを解くために，重み付き多数決ゲー  

ムG＊＝（q；α1，α2，‥．，αた＿1，αbl）を構築する・こ  

のとき，9＝1／2∑た1αi＋1である．また，G＊  

の原シャープレイ・シュービック指数を〆＝  

（や；，・‥，？芸＋1）と定義する・   

閉居SSlが〟アであることは明らか．命題を  

証明するためには，「扁＋1＞0である必要十分  

条件は，問題KPがYESの答えを持つ事」を示  

せば良い．   

扁＋1＞0  

⇒］順列が＝（可，…，汀芸＋1），プレイヤーた＋1  

は訂＊に関するピボットである．  

（g‥＝（汀；，汀；，‥・，訂Ll），ただし汀；＝た＋1  

とする．）  

⇒∑iぴαi＜9≦∑i∈5αi＋1  

⇒9の整数性から，9＝∑托5αi＋1  

⇒1／2∑た1叫＝9－1＝∑‘び叫  

3 原シャープレイ・シュービック指数計算の   

〟アー完全性  

原シャープレイ・シュービック指数に閲し，以  

下の閉居を定義する．  
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⇒問題KPはYESの答βを持つ．  

同様にして，逆を証明する事が出来る．  口   

系2原シャープレイ・シュービック指数計算は〟アー  

困難である．  

G＊の原シャープレイ・シュービック指数〆が  

得られていれば，問題SSlの質問に答えること  

が出来るので，系2は明らかである．  

また，票の重みが一番大きいプレイヤーと二番  

目に大きなプレイヤーが持つ指数に注目すると，  

以下の問題を解く必要がある．   

問題SS2  

また，票の重みが一番大きいプレイヤーと二番  

目に大きなプレイヤーが持つ指数に注目すると，  

原バンザフ指数では，以下の問題を解く必要があ  

る．  

問題BZ2  

INSTANCE：m∈Z＋＋，G＝（9；Ⅷ1，W2，…，叫l）∈  

Z；＋1・ただし（1／2）∑た1叫＜9≦∑た1叫，  

wl＞Ⅷ2≧‥・≧w乃を仮定する．  

QUESTION：Cの原バンザフ指数（β1，…，乱）  

はβ1＞β2を満たすか？  

INSTANCE：m∈Z＋＋，G＝（9；Wl，W2，…，ぴn）∈  

ダニ＋1．ただし（1／2）∑た1叫＜曾≦∑畏1叫，  

wl＞w2≧…≧叫lを仮定する．  

QUESTION：Gの原シャープレイ・シュービッ  

ク指数（？1∴．，Pm）はpl＞p2を満たすか？   

定理6問題BZ2は〟アー完全である．  
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問題SS2は，問題SSl向様，問題KPから多  

項式時間帰着可能である事を証明する辛が出来る．   

定理3問題SS2は〟アー完全である．  

4 原バンザフ指数計算の〟アー完全性  

原バンザフ指数に関し，以下の問題を定義する．   

問題BZl  

INSTANCE：几∈Z＋＋，G＝（9；Wl，W2，…，ぴれ）∈  

Zヱ＋1・ただし（1／2）∑た1叫＜曾≦∑た1叫，  

ぴ1≧w2≧‥・≧礼hを仮定する．  

QUESTION：Gの原バンザフ指数（β1，…，乱）  

はβれ＞0を満たすか？   

問題BZlは，問題SSl同様，問題KPから多  

項式時間帰着可能である事を証明出来る．  

定理4問題BZlは〟アー完全である．   

系5バンザフ指数計算は〟笹困難である．  
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