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初期実行可能解   乱 はじめに  

我々の分枝限定法は，実行可能解を求めること  
から始まる。近年多くのヒューリスティック解法  

が提案されており，その多くは，ほとんどの問題  

例に対して最適解もしくはそれに近い解を出力す  

る．本稿で適用した，IkebeandTamura［3］によ  

るSTABJOINも同様の傾向を示した．   

子問題の探索   

無向グラフG＝（竹丘）のクリークC（⊆Ⅴ）と  

は，Cの任意の2頂点が枝で結ばれているものを  

いう．要素数最大のクリークを求める最大クリーク  

問題は，Np国雄な問題として知られ，厳密解法や  

ヒューリスティック解法が多く提案されている．特  

に厳密解法のほとんどは分枝限定法に基づくもの  

である。本稿では，品野ら【5】によって開発された  

汎用並列分枝限定法ツールPUBB（Par山1elization  

UtilibrforBranCh－and－Boundalgorithms）を用い  

た，最大クリーク問題に対する厳密解法の実装及  

び実験結果について報告する．   

本稿では，BalasandXue［1］，ManinoandSas－  

sano【4〕による点彩色上界を用いた分枝限定法に，  

IkebeandTamura［3】によるヒュー1）スティック  

を組み合わせた解法を用いている．PVB】∋は，問  

題に依存したサブルーチン（下界億。上界値め計  

算，子問題の生成，など）の設計を行えば，逐次・  

並列を問わず分枝限定法の実行が可能なシステム  

である．そこでまず，PUBBを用いて逐次分枝限  

定法を設計し，数値実験を行って各サブルーチン  

におけるパラメータを設定した．次に，並列分枝  

限定法を，最高51台のワークステーション上で  

実行した。ここで，上界億の計算時問がワークス  
テーション間の伝達時間よりもはるかに短かった  

ため，PVBBの子問題管理棟構における負荷分散  

方式に改良を要した．従来PUBBは，上界億計  
算に時間を要さない解法の並列化には向いていな  

かった。しかし，適切な改良を加えることによって，  

上界債が短時間で計算される解法でも，十分なパ  

フォーマンスが得られた．特に，（著者らの知る範  

囲でほ）最適性が保証されていなかったDIMACS  

ベンチマーク問題を5間解くことができた。した  

がって∴門川個は上界値の計算時間の長短（粒度  

の大小）に依らない，非常に適用範囲の広いシス  

テムになったといえる．  

Pl用Bでは，子問題探索法を指定することが可  
能である．本稿では，1回の分枝操作によって多  

くの子問題を生成するため，探さ優先探索を適用  

している．ただし，並列化の際改良が加えられて  

いる．   

分根方法  

【4】に基づいている。1回の分枝操作で生成され  

る子問題数は暫定値に依存する．初期解の生成に  

用いたSTABJO‡Nは，最適値，あるいは極めて  

最適値に近い目的関数値をもつ解を生成するため，  

捻子問題数を減らすためにも有効であった．   

上界値の計算   

Gの安定集合g（⊆ Ⅴ）とは，gの任意の  
2頂点が枝で結ばれていないものをいう．ざ ＝  

（ぶ1，…，∫∬）を安定集合による頂点集合Ⅴの分  

割とする．ざはGの点彩色と呼ばれる．そして，  

よく知られているように，クリークの最大要素数  

は高々∬であり，点彩色の彩色数が上界値を与  
える．一般のグラフに対して彩色数を求めること  

はⅣP困難であるため，ヒューリスティック解法  

が多く提案されている．本稿では，それらの解法  
の中で，greedyな解法と臥elaz【2】の方法を試み  

た（【1】にそれらの記述が見られる）．また，［1，4】  

によって提案されている，竹actionalな点彩色，，  

に基づく上界億の計算も実装した．この上界値は，  

単なる点彩色に等しい，または良い上界を与える  

ことが示されている．実際，生成される捻子問題  
数を減らすことができたが，逆に我々の実装では  

稔計算時間は増机してしまった．したがって，単  

なる点彩色を上界値として用いた．また同様の理  

由で，greedyな解法を採用した．  

2 解法の概略   

本節でほ，紙面の都合上，分枝限定法の概略は  
既知であるとして，分枝限定法の設計に必要なサ  
ブルーチンの説明を行う．  
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3 PUBBを用いた並列化  

3．1 PUBB   

PUBBは，PVM（Paral1elVirtualMachine）上  

で野作し，主に，負荷分散を司るLB（loadBal－  

ancer），子問題の評価計算を行うSoIver，暫定解の  
管理を行うPM（ProblemManager）の3種のタ  

スクで構成される．通常は，ネットワークで接続さ  

れたワークステーション群を並列計算機として機  

能させ，各ワークステーションにはLBとSolver  

が対をなして動作し，別の1台でPMを動作させ  

る．PUBBは以下の3種類の実行モードを用意し  

ている（詳細は【5】を参照）．  

MS（Master－Slave）モード   

のに時間がかかる，すなわち多くの新しい子問題  

を生成すると考えられ，未探査子問題数が少ない  

Solverに送ることで，子問題数の総授受回数の  

減少が期待されるからである．実際，予備実験に  

よって，Solver間の子問題の総授受回数は10分  

の1から20分の1程度まで減少し，全体の計算  
時間もほぼ半分になった．   

3．3 DIMACSベンチマーク問題   

最後に，DIMACS のベンチマーク問題の  

中で，今までに最適性の保証がされていなか  

ったとされる5間を解いた結果を表1に示  

す．動作環境は，IBM RS／6000 Mode125T  

【CPU：PowerPC601（66MHz），Memory：64Mbyte】  

51台（Solver数は50）であり，イーサネットで  

結ばれている．‘表1で，“枝密度”は完全グラフの  

場合に対する枝数の割合を，“S・E・（SpeedupEsti－  

mation）”は（上界値計算に要したCPU時間）／（実  

行時間）を示している．定義より，“S．E．”は実際  

のSpeedupの下界値を与えている．   

表1が示すように，良好なSpeedupを実現す  
ることにより，規模が大きい問題を厳密に解く  

ことができた．ただ暫定解の更新があったのは  

p止at1500－2だけであり，しかも更新回数は1回  
であった．つまり，STABJOINの出力する解は非  

常に精度が良かったことを示している．   

表1：DIMACSベンチマーク問題の計算結果  

PMが未探査子問題群の一元管理を行い，子問  
題の授受はPMとSolverの間で行われる．  

FD（Fully－Distributed）モード   

各Solverは逐次分枝限定法を実行し， 

未探査子問題群の管理を行う．よって，子問題群  
は分散管理される．ただし，一つの子問題を解き  

終えるたびに，対となっているLBに情報（未探  

査子問題数や暫定値など）を送る．LBは情報を  

受け取り，未探査子問題数がパラメータ数よりも  
小さい場合は，他のSolverから子問題をもらう  

べく，パートナーとなるSolverに対応するLB  
を探しだす．  

MStoFD（MStoFD）モード   
このモードは，初めMSモードで実行し，PM  

で保管している，未探査子問題数がパラメータ数  

を上回った場合FDモードに移行する．   

3．2 改良   

すでに述べたように，子問題を解く時間，すな  

わち上界値の計算時間がワークステーション間の  

伝達時間よりもはるかに短かった（ワークステー  

ション間の子問題伝達時間は平均0．01秒以上に対  

し，頂点数200の問題で，上界値平均計算時間は  
0．002秒以下）．そのため，本稿では2つの改良を  

施した．   

一つは，SolverがLBに情報を送る部分であ  

る．これまでは，Solverが子問題を解くたびに情  

報を送っていたが，一定時間は送らないという制  

限を加えた．予備実験の結果，この時間を1秒に  
設定することによって，全体の計算時間は半分以  

上減少した．   

もう一つは，Solver間で子問題を授受する部分  
である．逐次分枝限定法を実行している各Solver  
では深さ優先探索を採用しているが，Sふ1ver間  
での子問題の授受は上界値優先で行うようにし  

た（BestFirstTreeSearchwithBestBoundFirst  
取ansfbr）．これは，上界値の大きい子問題は解く  
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