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乱 はじめに  

無向グラフG＝（竹丘）の安定集合∫（⊆V）と  

は，∫の任意の2頂点が枝で結ばれていないもの  

をいう．安定集合多面体STA月（G）は，安定集合  

に対応する0－1ベクトルの凸包として定義される．  

すなわち，  

STAB（G）≡   

co（（ズg∈（0，1）IVll∫は安定集合））・  

ただし，Xぶは「xデ＝1⇔盲∈∫」で定められる  

0－1ベクトルである．本稿では，STAI彗（G）に関連  

した多面体を定義し，その構造を調べる．特に安  

当不等式のクラスを与え，それらがファセット（極  

大面）を定める必要十分条件を与える．   

2 定義および研究の背景  

打⊆Ⅴに対し，雷uを枝集合βに属さない  

（盲，ブ）の集合で，盲∈打またはJ∈打（両方も可）  

を満たすものとする．このとき，拡張安定集合多  

面体ESでÅ恥（G）を次のように定義する‥   

ESTÅ恥（G）≡  

Corn鴫01sandPataki［1，2】，Lov丘szandSchri－  

jver［3】は，射影の方法を通じて，STAB（G）をよ  

り良く近似する多面体が与えられることを示した．  

次に射影の方法について説明する．   

GのクリークC（⊆Ⅴ）とは，Cの任意の2頂  

点が枝で結ばれているものをいう．このとき，任  

意の安定集合（を表現する0－1ベクトル）正に対  

して，詔（C）≡∑i∈C∬i≦1が成り立つ・いま，  

Cl，…，C打をGのクリークとし，一打≡∪監1Cた  

とおく・また，CO（裾（0，1）lyり＝STAB（G）を  
仮定する．以下は，【2】で与えられている手続きで  

ある：   

且。次のシステムを構成する：  
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（1一之（Cた））（あーAⅢ）≧  

〇i（あーAα）≧  

2。（1）の各式を展開し，2次項ごi∬Jをyijに，∬ぎ   

をごiに置き換える．ただし，yiJ＝捗．こ   

の結果得られる多面体を怖（ア）とする．   

3。励（ア）を正一空間に射影して得られる多面体  

を恥（ア）とする．   

Balas，Ceria，Corn鴫01sand Pataki［2】は，  

恥（タ）がSTAB（G）を強力に近似していること  

を示している．すなわち，  

∬  

勅（タ）⊆nco（（才∈坤‘∈（0，1川∈Cた）〉）  
烏＝1   

が成り立つ．これは朋む（タ）がESTÅBぴ（G）の  

強力な近似であることも同時に示している．【2】で  

は，元空間属lVlで切除平面法を設計するために  
恥（ア）を用いている・一方，屈亘A恥（G）の構  
造を調べることによって，属l叫＋岡山で切除平面法  
を設計することが可能になる．R暮ylでは多面体ア  
上の最適化から始享るのに対して，属l叫＋l雷ひlで  
は，より良い多面蝕励（ア）上の最適化から始め  
られるのが利点である．  

co（｛  

（ご，即）し  
（0，1）IVけ恥t  

ここで，（盲，刃∈捌こ対する拘は，任意の安定集  

合に関してyiJ＝ごiエゴ＝0が成り立つので除去し  

ている．さらに，盲∈yに対する肌iも，任意の0－1  

変数現に関して飢i＝ヱぎ＝ごiが成り立つので除  

去している。ESTÅ恥（G）は，か空間に射影する  

とSTÅB（G）になる．   

以下では，ⅡSTÅ恥（G）を研究する背景につい  

て述べる。グラフGの中で要素数最大の安定集合  

を求める最大安定集合問題は，NP困雉であるため  

STAB（G）を含む多面体タ≡（才∈属】竹舶≦あ）  

の，STAB（G）への近似牲が問題になる．そのた  

め，STÅB（G）の構造に関する研究は重要であり，  

多くの結果が得られている．一方，Bdas，Ceria，  
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3 結果  

任意の打⊆Ⅴに対して次のことが成り立つ：  

補題3．1ESmBu（G）はルJJ－d古me那加αJであ  

る．  ■   

補遺3．2e ∈ 否u に対して，y。≧ 0 は  

ESmBu（G）のファセットを定める．  ■   

次節では，ESTABv（C），すなわちⅣが頂点集  

合Ⅴに等しい多面体の，ファセットを与える．こ  

の他に，打がクリークの場合についてもファセッ  

トを導くことができたが，紙面の都合上省略する．   

3・1ESTABv（G）のファセット   

まず，記号の定義を与える．∫⊆Ⅴに対して，  

雷（∫）＝（（五，ブ）¢引i，え∈∫），Ⅳ（∫）≡（J∈Ⅴ＼  
∫lヨ盲∈∫s．t．（盲，ブ）∈且（∫））．∫⊆りr⊆Ⅴ＼∫  
に対して，否（∫：r）≡（（i，ブ）¢βl盲∈∫，j∈  

Torj∈S，i∈T）．さらにsingleton（i）をiとも  

書くことにする．   

定理3．3（カット不等式（1））五∈Ⅴ，r⊆Ⅴ＼i  

とする．このとき  

－ごi＋y（雷（盲：r）トⅧ（雷（r））≦0 （2）  

はESTABv（G）の妥当不等式である．さらに，（2）  

がESTABv（G）のファセットを定める必要十分条  

件は，次の（i），（ii）を満たすことである：  

（i）雷（r）＝雷（rn万（盲））；  

（ii）任意のブ∈Ⅳ（i）＼rに対して，た∈Tが存   

在して（ムた）∈否となる．  ■  

定理3．4（カット示等式（2））∫⊆Ⅴ（l判≧2），  
r⊆Ⅴ＼∫とする．また，  

（i）任意の（五，ブ）∈雷（∫：Ⅳ（∫）＼r）に対し，  
（盲，ムりが安定集合になるた∈rが存在する；  

（ii）任意の（吏，ブ）∈雷（∫）＼否（∫）rに対し，  
（盲，ムりが安定集合になるた∈rが存在する；  

（iii）無向グラフガ＝（∫，伽）が連結である．た  

一 

三≡－  

盲，ブ∈∫，  

］（た，g）∈否（r）s．t．  

（盲，た，り，（ブ，た，り：安定集合  

●  

定理3．5（クリーク不等式）∫⊆Ⅴ，α：整数と  
する．このとき  

α（α＋1）  
α正（∫）－γ（且（∫））≦   （4）  

はESTABv（G）の妥当不等式である・さらに，（4）  

でα＝1とした式がESTABv（C）のファセットを  

定める必要十分条件は，次の（i），（ii）を満たすこと  

である：  

（i）任意の五∈Ⅴ＼∫に対して，（j，ブ，りが安定  

集合になるブ，た∈∫が存在する；  

（ii）任意の（盲，ブ）∈膏（Ⅴ＼∫）に対して，（五，ブ，り  

が安定集合になるた∈∫が存在する．   ■  

定理3．6（Li允ing定理）V＝Ⅴ′∪（乃）とおく．  

また，r⊆Ⅴ′（lrl≧3）を，rU（几）が安定集合で  

あるような集合とする．このとき，αJ∈R（ブ∈  

Ⅳ（花）＼r）が存在して  

（l刊＋1）（Irト2）  
ごれ   

＋∑f∈r（lrト2）yn‘＋∑J∈和）＼rα州毎   

＋正（Ⅴ′卜y（否（Ⅴ′））≦1  

がESTABv（G）のファセットを定める．  
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∃た∈∫s．t．  

（五，ブ，り：安定集合  
（主J）∈  

β（r）  

（互ブ）∈  

β（∫）  

］（た，g）∈否（r）5S．t．  

（五，ブ，た，り：安定集合  

とする．このとき  

－£（∫）－y（否（∫）T）＋y（否（∫：ア））一y（否（r）ぶ）≦0  

（3）  

はESTABv（G）の妥当不等式である．さらに，（3）  

がESTABv（G）のファセットを定める必要十分条  

件は，次の（i），（ii），（iii）を満たすことである：  
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