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貯蓄保有額などには対数正規分布がよくあてはまるが，高額所得納税額（1000万円批）には，対数正規分布より  

もパレート分布の方がよいといわれている．しかし，1000万円以上という条件つき対数正規分布ならばどうか  

を粛ペてみたところ，多くの税務署のデータによく適合することがわかった．それでは，このような分布のパ  

レート曲線はどんな性質を持っているか．とくに高額所得納税額の格差の分析を念頭におきながら調べて，そ  

の結果を［3］で報告した．さらに，たとえば1000万円以上，3000万円未満というような条件をつけて各税務  

署，各年度でのパレート曲線の性質を闘べてみると，それらがあまり大きくは異ならないことがわかった．そ  

こで，このことを考慮し，とくにパラメータとの関連に重点をおいて，格差の分析を行ってみた．  

2．パレート曲線とカイ隊点   

非負の債をとる確率変数をT，その分布の密度関数をf（t）とする．具体的には高薇所得納恕額をTとして  

考え，これを連続的に扱うことにするが，そのパレート曲線y＝g（Ⅹ）を次のように書くものとする．いま，  

値（納税金額）の大きい方から累積することにして，横輯（Ⅹ軸）に累積人数率，渡軸（y軸）に累積金額率  

をとってグデータから計算した点を結ぷ．従って，厳密には折れ線になるはずであるが′実際には曲線とみなし  

てもよいものが得られる。これをパレート曲線（またはパレート図）とよぷ．このような曲線を囲っている正  

方形の2つの対角線のうち，原点を通る方を均等線というが′ここでは単に対角線といえば，Ⅹ＋y＝1の方  

をさすものとする．また，パレート曲線上の点で′均等線からのカイ随が最大の点P（Ⅹ。，y。）のことをカ  

イ辟点といい′γ＝y。－Ⅹ0をカイ辟係数とよぷ．パ レート曲線と均等態との間の弓形の部分を不平等度を  

表わす弓形というが．その面概を2倍するとジニ係数になる．ジニ係数は格差の尺度としてよく用いられてい  

るが′カイ辟点は′より多くの槽報をふくんでいて′使いようによってはたいへん役立つものであると考える．  

3．両靖を削除した各種の分布のパレート曲線   

各種の分布とその条件つき分布のパレート曲線について考察する．   

パレート曲線は′Tの分布のもつ尺度パラメータの億には依存しないが′条件つき分布についてはどうか．  

これを．指数分布，パレート分布，対数正規分布の場合について調べてみる．これらの分布を扱う理由の1つ  

はカイ欝点の位置の違いに注目したいからである．すなわち，指数分布，パレート分布，対数正規分布のカイ  

辟点はそれぞれ対角線の上方，下方，線上に位置する代表的な分布だからである．  

3。1指数分布の場合   

確率変数Tが指数分布に従うとき，密度関数は次のように番ける．  
f（t）＝入e‾▲t （t≧0）   

この分布のパレート曲線は入には無関係でただ1つ定まる・ここで・条件つきの確率変数（Tlα≦r＜β）  

の分布のパレート曲線y＝g（Ⅹ）を求めてみると′媒介変数tを用いて次のように表わされる．  
1  1  

（t＋－）e‾入t－（β＋－）e●り  
入  入  e‾▲t－e－り  

e‾入q－e‾り  
1  1  

（α＋－）e‾▲q－（β＋－）e‾り  
入  入  

また，カイ藤点の塵慮（Ⅹo，y。）は上の（Ⅹ，y）の式のtにE（T（a＜T＜β）をいれた値で，い  
＝＝a  

まの場合  
1  1  

（α＋－）e‾入q一（β＋－）e‾入β  
入  入  

E（T tα＜T＜β）＝  
e一山■－e－り  
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である・つぎに・上部（右裾）の制限βをとり外して（Tけ≧α）の分布を考えてみると，これはちょうど  

T＋αの分布になる／このようにαだけシフトした分布のパレート曲線はふくらみの小さい▲ものになり，Tの  

分布のパレート曲繰上の任意の点Pl（x，yl）と，それに対応する点P2（Ⅹ．y2）に関して，  

y2‾Ⅹ  ソ  
＝     二二  

yl－Ⅹ  ソ＋α  

という関係がでてくる．ただし，ソ＝E（T）である．ここでカイ鮮点に関して注意したいことがある．それ  

は．Tの分布のカイ離点はP（e‾l，2e．1）なので．対角線の上方にあるが，（TIT＞α）の分布のカイ離  

点乱入・αの値によってさまぎまであるということである．すなわちこの場合のカイ離点は，対角線の上方に  

限らず，線上下方のいずれにも位置し，入はもはや尺度パラメータでない．  

3．2 パレート分布の場合   

確率変数Tが，密度関数  

f（t）＝ato且t‾（＆＋1＞  （t＞to）  
（  

をもつパレート分布にしたがうとき，tOは尺度パラメータなので，パレート曲線はt。に依存しない．また  
条件つき確率変数（Tlα≦T＜β）の分布のパレート曲線もt。には無関係で．次のようになる．  

β－且－ t‾a  β‾且＋1－t‾8＋1  

′  y＝  

β‾a－α‾a  β‾且＋1－α－い1   

とくに，カイ離点P（Ⅹ。，y。）に関しては，   

①α＝1，β＝3，a＝1・5 のときⅩ。＝0．393′y。＝0．527でⅩ。＋y。＝0．920．   

②α＝1，β＝3，a＝2 のとき Ⅹ。＝0．375，y。＝0．500でⅩ。＋y。＝0．825．  

（注・上の例では1000万円を単位として，1000万円以上3000万円未満の条件つき分布を考え，  

α＝1，β＝3とした．以下の例でも同様の扱いをする．）   

ここで上部の制限βを外した分布のパレート曲線を考えると，もとの（条件なしの）分布のそれと一致する．  

3．3対数正規分布ゐ場合   

確率変数Tが，密度関数  

1  （109t－〟）2  
f（t）  exp［－  ］   （t＞0）  

伍＝  
しAy L  

2。2  

をもつ対数正規分布にしたがうとき，〝は尺度パラメータなので，Tの分布のパレート曲線は〟に無関係であ  

る．一方，条件つき対数正規分布においてはパレート曲線は次のようになり，〟に依存している．したがって  

この分布においては．〃はもはや尺度パラメータではない．  

lo9β－〝  lo9t－〟  lo9β－〟  logt－〝  
－α）一申（  ）－◎（  ）  ㊥（  

α  α  α  α  

lo9α－〝  lo9β－〝  lo9β－〝  logα一  
ーα）一¢ く   ）－◎（  

ただし¢（Ⅹ）は標準正規分布の分布関数である．  

またとくに α＝1， β＝3 で   

① d＝1．0，〝＝0．0 のとき，Ⅹ。＝0．340．y。＝0．512でⅩ0＋yo＝0・852   

②α＝＝0．8．〝＝0．0 のとき，Ⅹ。＝0．421．y。＝0．552でⅩ0＋yo＝0・973  

ように．条件つき対数正規分布のパレート曲線は，対角掛こ関して対称でない．  
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