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確率的決定過程上での乗法型関数の最適化  
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の中に存在するとは限らないのである。したがってラー  

般政策のクラスで最適解を求めなければならない。  

1 はじめに  

これまでの確率的決定過程の研究においては，評価系  

として加法型関数を用いたものがほとんどであった。ま  

たその議論において，最適政策のマルコフ性が暗に認め  

られていた。しかし加法型評価系以外（乗法型，最小型  

‥・）の問題では，最適政策が必ずしもマルコフ政策の中  

に存在するとは限らない。このことは，マルコフ過程に  

適用されてきた通常の動的計画がそのままでは通用しな  

いことを物語っている。そこで本論文では，特に乗法型  

評価系を採り上げ，最適政策がマルコフでない場合にも  

対応しうる解法を与える。  

3 両決定過程  

両決定過程（BidecisionProcess）においては，最適化  

問題を考える際に最大化と最小化の対を用いる。   

原問題（1）に対して，途中のれ・段から始まり最終∧r  

段で終る一般部分問題群の目的関数を   

∫′－（∬れ；打）  

＝∑…∑（れ（∬・托，祝nト＝γ〃－1（紺－1湖「－1）γc（珊）］  
（r”l■  t云∴ ×p（ェ小串れ，一u几）…p（紺恒－1フ岬－1）〉  

とおくと，この期待値を一般政策に関して最大化およ  

び最小化する最大化部分問題群，最小化部分問題群は次  

のように定義できる：  

2 乗法型過程  

ここではシステム全体の評価として，各段で得られる  

利得の積の期待値を考え，これを最大化し，そのときの  

最適解（最適値・最適政策）を求めていく。具体的には  

次の間題を考える：  
l′Ⅳ（∬〃）＝γc（ユ‥〃） ェ八r∈ズ  

V几（ェn）＝ MaJXJ′t（ェ′汀；打）  
（フ■  

ェ。∈ズ 0＜れ′＜Ⅳ－1．   

Ⅳ〃（諾〃）＝γc（ェ〃） ェⅣ∈」￥  

lγれ・（∬几）＝ minJn（∬れ；J）  
ロ’  

ェ′n．∈ズ 0＜γJ′くⅣ－1．  

（2）  

Maximize E［ro（xo，uO）rl（xl，ul）・・・  

‥γⅣ＿1（ェ〃＿1，≠Ⅳ＿1）γG（ェ〃）］  

subjectto（i）1：n＋1～P（・Lx。，un）  

（ii）・l上′n∈こJ O≦れ・≦Ⅳ－1・  

（1）  

（3）   

ただし，問題（1）における期待値は，初期状態エ0，マ  

ルコフ推移確率p（‡巾，て上），および決定列（触…，て↓∧r－11  

を定める政策に依存した次のようなⅣ重和である：   

均γ。（∬。，≠0）…γ八「＿1（∬〃－1，て⊥〃－1）7－c（∬八「）］  

＝∑‥∑（【7－0（町1上0）…γ〃－1（紺－1，咽－1如（ゴ刷＝  
（■r 

・ズ  ×p（…0，て↓0）…p（叫エ〃－1，咄一1）1・  

まず，利得が非負の場合を考える。このとき，一般政策  

とマルコフ政策による最適値は等しい。すなわち，最適  

政策はマルコフ政策の中に存在する。   

次に，利得が少なくとも1つは負値を含む場合を考え  

る。このときには，一般政策とマルコフ政策による最適  

値は一般に異なる。すなわち，最適政策がマルコフ政策  

最大化部分問題群（2），および最小化部分問題群（3）  

の最適値関数V‘托，Ⅳれに閲し，次の再帰式が成り立つ。   

定理3．1   

1′〃（∬）＝↑、c（∬） ェ∈ズ  

嘩）譜－）ト，祝）嘉一′Ⅴ叫1（y）p（両   
紙出血）嘉V叫（y）ブ仙） 

lγ〃（ェ）＝γc（∬） ∬∈ズ  

］  

ーγn（ェ）誠一，ト上）芸V叫（y）ブ仙） ］  
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紙＋，ト，Ⅶ）嘉Ⅳ叫（y）p（可  
∬∈．方 0＜几＜∧r－1．  

ただし，U（m，∬，－）＝（祝∈町γれ．（ご，祝）＜0），U（れ′，∬，＋）  

＝（規∈叫γれ（∬，1上）≧0）である。   

この定理からVO（∬）を求めることで最適値は定まる  

が，最適一般政策は最大化部分問題群（V′几（ェ）），最小化  

部分問題群（Ⅳれ（∬））から得られるそれぞれの最適政  

策（実はこれらはマルコフ）から構成されることに注意  

する。  

また，マルコフ政策打による期待値Jm（ェ′几，入；打）を用  

いてマルコフ部分問題群  

γ〃（ェ〃，入）＝入γc（鞠）ェ〃∈ズ 入∈ト1，1］  

γrn（ェれ．，入）＝MaxJm（∬几，入；打）  
¶‘  

エ几∈ズ 入∈ト1，1］0≦れ′≦Ⅳ－1  

（6）  

を考えても，やはり次の再帰式が成立する。   

定理4．2   

γ〃（ェ，入）＝ 入γG（ェ） ェ∈ズ 入∈ト1，1］  

γn（∬，入）＝慧恕∑γ叫1（y7入府7′l冊（由，一i⊥）  
y∈ズ  

∬∈ズ 入∈ト1，1】0≦γ～一≦1・  

定理4．1，4．2を見ると，全く同じ形の再帰式を満たす  

ことが分かる。このとき，次の定理が成り立つ。   

定理4．3（i）マルコフ政策が一般問題の最適値関数  

VO（・）に到達する。すなわち，一般問題（5）に最適マ  

ルコフ政策がが存在する：   

VO（∬0，入）＝JO（ェ0，入；ポ）for∀（町人）∈ズ×ト1フ叶   

（ii）マルコフ部分問題群（6）の最適値関数は一般部分問  

題群（5）の最適値関数に等しい：   

′Uれ’（ェ，入）＝V′n（ェ，入）（ェ，入）∈ズ×ト1，1］0≦↑～・≦Ⅳ・   

（iii）埋め込まれた問題（4）の最適マルコフ政策を用い  

て，原問題（1）の最適一般政策が構成される。  

4 不変埋没原理  

不変埋没原理では，まず解くべき与問題をそれ自身  

を含む適度な大きさの問題群に埋め込み，再帰式を導  

いてそれを解く。そこで得られた最適解をもとに与問  

題の最適解を求めるのである。ここで，問題（1）を  

－1≦γれ．（ェ，11），γG（∬）≦1内で考えて，実パラメータ  

入∈ト1，1］で埋め込む‥  

Maximize E［入ro（xo，uO）rl（xl，ul）・・・  

…γ〃－1（ェⅣ－1，剋〃＿1）7・c（ェ〃）】  

Subjectto（i）xn＋1～P（車n，urn）  

（ii）視れ．∈U O≦m≦Ⅳ－1．  

（4）  

ただし，この埋め込まれた問題（4）に入＝1を代入し  

た問題は原問題（1）になっていることに注意する。   

一般問題（4）に対して，エ几，入が初期状態として与え  

られた一般部分問題群の目的関数を   

Jれ（ェーn。，入；J）  

＝∑‥∑（［入γ・托（ェm，祝几）‥・γc（ェ〃‖  
トrT－ 

×p（町直れノ，視れ）…p（叫恥」1，′軸一1））  

とおくと，一般部分問題群   

V〃（ェⅣ，入）＝Åγc（ェ〃）t細∈ズ 入∈ト1，1］   

Vれ（ェれ。，入）＝MaxJ几（ェれ，入；打）  
（5）  

（r  

エれ．∈ズ 入∈ト1，1】0≦町≦Ⅳ－1  

に対し，次の再帰式が成り立つ。  

定理4．1  

VⅣ（∬，入）＝ 入γc（ェ）ェ∈ズ 入∈卜1，1］  

Vれ’（ェ，入）＝惣∑伊1（肌入γれ（∬，て上潮y恒）  
y∈ズ  

エ∈ズ 入∈ト1，1］0≦几≦1． 

5 例題  

具体的な数値例を挙げて，両決定過程，不変埋没原現  

そして全行動を列挙する多段確率決定ツリーの3通りで  

最適解を求める。また，これらが一致し，最適政策がマ  

ルコフ政策でないことも確認する。  
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