
1997年度目本オペレーションズ・リサーチ学会  

春季研究発表会  

2 － F － 7  

結合型動的計画問題のベクトル・マトリクス計算による解法  
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マルコフ決定過程上における結合型評価の最大化  

問題に対し、効率的な計算手法を紹介する。マルコ  

フ決定過程では、通常各ステージにおける利得の和  

を評価値として考えるが、ここでは、加法だけでな  

くより一般の結合法則を満たす演算による評価を考  

える。なお、結合型動的計画に関しては［2］で詳し  

く議論されている。   

1 結合型動的計画問題   

次のデータが与えられているとする：  

定理1．1  

γⅣ＋1（ヱ；入）＝入○γG（ご）∬∈ズ入∈R  

γ榊）＝惣γ叶1（y；れ（∬，相即lご，祝）  
∬∈ズ 入∈R レ＝1，2，…，Ⅳ   

例1．1最小型評価系の場合【1，§5】（0：＝∧，α∧  

わ：＝min（α，あ））：  

Max且【γ1（諾1，叫）∧…∧rⅣ（笹Ⅳ，叫Ⅳ）∧γG（笹Ⅳ＋1）］   

S．t．（i）n，（ii）n l≦れ≦〃   

2 ベクトル・マトリクス表記   

定義2．1区間J⊂Rをとり、区間族（ムl豆＝  

1，2，…，m）が次を満たすとする  

m  

ム⊂J¢＝1，2，‥・，m），∪ム＝J，  
虚＝1  

ムnJJ＝¢（宜≠刃，  

Sup（Ii）＝inf（Ii＋1）（i＝1，2，・・・，m－1）・  

このとき記号旺…刀（・）を次のように定義する  
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決定集合  

時刻乃における状態  

時刻托における決定  

時刻れにおける利得  

終端利得  

マルコフ推移法則  

，叫）  

叫l∈【▼  

rγ1：ズ×打→R  

γG：ズ→R  

p  

p（ylご，視）≧0  
∑y∈ズp（由，祝）＝l  

O：Rx R→R associativebinaryrelation  
（∬0封）oz＝∬0（yoz）  

y～p（・l∬，祝）は現時刻の状態が∬，決定が視である  

とき，次の時刻で状態yへ確率p（yt∬，祝）で推移す  

ることをあらわす。このとき、次の間題を考える。  

Max呵rl（∬1，叫）0‥・0γⅣ（笹Ⅳ，WⅣ）0γc（∬〃＋1）］   

s．t．（i）n 勘汁1～p（・l∬れ，視れ）1≦柁≦Ⅳ  

（ii）n祝m∈打1≦†l≦Ⅳ  

Jl‥・ム，1  
（ェ）：＝ム（∬）XJl（∬）＋…＋ん（∬）XJm（ェ）  
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ここで且は条件付き確率p（勘汁1l∬れ，餌代）、  

汀＝（れ，汀2，‥り打〃）及び初期状態∬1∈ズ  

存して定まるズ×打×ズ×Ux‥・×Uxズ  

期待値を表す。  

ん1… んm  

ただし、Xは特性関数を表す。   

例2．1  

J＝［0，1】，m＝3，   

ム（∬）＝∬，烏（∬）＝0．1∬＋0・18，ゐ（∬）＝0・24   

ム＝【0，0．2］，ム＝（0．2，0．6］，ゐ＝（0．6，1］   

このとき  

この問題に対し次のような部分問題を考える。   

uⅣ＋1（笹Ⅳ＋1；入）：＝入orG（笹Ⅳ＋1）∬∈ズ入∈R   

γ〝（∬〝；入）  

：＝Max現入0γ〝（ェ〝，祝レ）0…0γG（笹Ⅳ＋1）  

l（i）n，（ii）n レ≦れ≦呵  

∬∈ズ 入∈R レ＝1，2，・‥，Ⅳ  

このとき，次の再帰式が成り立つ。  
JIJ2 ち  

けJ  
ム 長 ム   
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［0，0・2］（0・2，0・6】（0．6，1】  

］  

定理2．1二項演算0は∧とする。このとき、定  

理1．1の再帰式は次のように書き表される。  
しり  

∬  0．1∬＋0．18  0．24  

＝ ∬×X【0，0．2】（£）＋（0・1∬＋0・18）×X（0．2，0．4】（∬）  

＋0・24×X（0．4，1】（∬）  

よって  

γⅣ＋1（β1；入）   

γⅣ＋1（βm；入）   

γ”（βj；入）  

JIJ2 Jこl  
（0．1）＝0．1，   

（0．5）＝0．23  

、／lム ム  

八 丁2 J3  

ム ゐ ム  
plJた‥・pmJた）  

．  

（入or〝Jた）   

補題2．1  

（i）  

比1…㍍即  

J＝1，2，…，m，〃＝1，2，…，Ⅳ  Jl・‥ ん  Jl・‥ ん  

よって、  、／1…／‖  gl ＝・ g陀  

Jl   ‥・  ん  ギ
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γ〝（β1；入）   

γレ（βm；入）  

ム＋タ1… ん＋動  1
 

〝
1
 l
 
…
鳥
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J
 
 

Jil～．・  

㍍，～．・   

（入）  

Jl ‥・ん  Jl ‥・ Jn  
（ただし、釣弗‥＝p（β五lβJ，αた），rレブた：＝rレ（βj，αた））  ム … ふ  rム・‥ γふ  

γ∈R  

3 Example  

講演当日、次の例題に関し実際の計算の流れを示す。  

【問題】   

Max叫γ1（叫）∧γ2（祝2）∧rc（諾3）】  

S・t・（i）笹汁1～p（・l∬れ，視れ）㍑＝1，2  

（ii）叫∈q祝2∈打  

【利得】  

γc（β1）＝0・3 γG（β2）＝1．0 γc（β3）＝0．8  

r2（α1）＝1．0 γ2（α2）＝0．6  

γ1（α1）＝0．7 γ1（α2）＝1．0  

Jl ‥・  ん  

／ll‥・／l‖  
（、り  

ん1… んれ  

¶  

／1   ・‥  J，l  

∑畏1pljふ … ∑畏1pりふ   

∑芸1勒ん … ∑芸1勒ふ   

（、り  

補題2．2  

任意のa∈Iに対し、整数no≦n及びDefini－  
tion2・1の条件を満たす区間族（Jl，ち，…  

先。，た。＋1）が存在し次を満たす（cは定数）  

，ん。－1，【推移確率】  
祝t＝α1  祝t＝α2  

ごf＼∬什1  β1 β2  β3   

β1   0．8 0．1 0．1   

β2   0．0 0．1 0．9   

β3   0．8 0．1 0．1  

£t＼勘廿1  β1 β2  β3   

β1   0．1 0．9 0．0   

β2   0．8 0．1 0．1   

β3   0．1 0．0 0．9   

■
‖
‖
‖
‖
山
 
 

］  

JIJ2 ‥・ん  
（∬∧α）  

ん  
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