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半正志値相補性問題に村する新しいメリット関数  

京都大学 ＊Ll」下信雄 YAMASHITA NoI）llO  

福島雅夫 FtTI（lTSHIh4A八′Iasa（－  

1 序論   

最近，制御や組み合わせ問題に応用することができる  

半正志借問題（SDP）が活発に研究されている．このSt〕f）  

の自然な拡張として，次の半正志値相補惟問題（SD（二1P）  

がある［叶FiIlぐit17∈▲う■sllrl－tI－at  

［Sl〕（「P］   い∴「い′）〉＝U・・～′∈八＼f’い・）∈存・  

ここで，．う一は‖×り対称行列の集合．人’⊆．引ま半正定植対  

称行列の集合であり，／・「は一ヽ－からナへの関数である．ま  
た、ト）は〈・lⅧ〉‥＝†w可用）で定義される内積であ  

る．この問題は．ヾを対角行列に限定すれば、非線形相補  

性問題（N（二γ）に帰着することができる．   

このSD（二「Pを解くアプローチの方法はいろいろある．  

上に述べたようにSl〕（▲1t）はN（二「Pの拡張とみなすことが  

できるので、N（▼「Ⅰ）に対するアプローーチをSr）しイl）に対し  

ても応用することが期待できる． とくに、N（二1l）に対して  

最近注目を集めている手法のひとつである元の問題を等  

価な最小化問題に再定式化して解く手法［1］をSD〔1f）に  

対しても拡張することが考えられる．ここで、その等価な  

最小化問題の目的関数キメリソト関数と呼ぶことにする．  

このアプローチに関して，つい最近∵1「s用g［3］はN（二1Pに  

対して知られているいくつかのメリット関数が、SD（二「P  

にも拡張できることを示している．その中でも、Sqtlal・e（1  

lllisclleI・－Bul・lTleist（チー関数は構造が簡単で．しかも．その  

関数の停留点がSr）（‾「1Jの解となる条件が緩いことが示  

されている．しかしながら，rl’軒‖gの論文では．これらの  

メリット関数のレベル集合が有界となる条件は与えられ  

ていない．レベル集合の有界性は、最小化問題を降■lご法  

で解く際に，生成される一工（列が集積点をもつことを保証  

する重安な性質である．／「回の発表で提案するSl〕（▼「1）に  

対するメリット関数は．s（l11祈P（＝＝軒11日㌧Bl‖・＝f）istPl・関  

数の多くのよい性質を保持しつつ、レベル集合が有界と  

なる条件が緩いという好ましい性質をもっている，   

本発表では、次のメリット関数を提案する．  

什l－）＝と－1（い・、f■’い・）〉）＋¢い一・r（tり）・  （1）  

ここで、七・1：〃一札（ィり∴1■×．う■－〃は．それぞれ、  

再りニ…伸′）・l  
（2）   

榊）＝；仙′∵＋んコ）！－√′J珊 
（ニi）  

であり．＝川は‖刷＝∨乍丁市で定義される一関数dは  

s（ll】al・（、ぐ1Fiscl－er一上‡l11・1一一eist・er関数をSD（tPに拡張した  

ものである．   

2 基本的性質   

この節では，提案するメリット関数Jの惟質をホす卜  

で有用ないくつかの数学的事実を紹介する．まず．本発  

表で用いる演算子と集合を次のように定義する．これら  

の定義は［：i］による・  

定義2．1（a）ト］＋とトトは．それぞれ．八▼と－トへの射影  

を表す．  

（b）珊瑚は岬申］＝・r＋・～｝71を表す・  

（c）集合㍉は．ノ一∈．ヾで．～・の核が〔の柁に含まれる行列  

の集合である．  

（d）／ノ∴．う’仁・－－．う■，はり，～・］＝（・．㍗＋・J）（・で定義される・  

上記で定義した演算子L烏∴■一．．上で正志値であり、逆ノ′J二  

像エニ■が存在する［：叶   

次に（2）で定義された開業如の性質を示す．  

補題2．1ヤ′1を「Jノで定義された関数とする′ このとき・  

¢′‘，は微分可能であり．すべての／に対して／∇しい（り≧しlで  

ある，さらに，ナ∇押）＝0であれぼf≦0である．   

次に（ごi）で定義された関数dの性質を記す．この補題  

の（a）小）は，［：1】で示されている・  

補語2．2（a）任意のれ6∈．う′に対してd申′．み）≧りであ  

り．¢（〃，♭）＝0と〃．∈人＼わ∈八’．（「′．わ〉＝（）は等仙  

である．  

（bい）は微分可能で．  

）＝（  （  

、′／川ノ ーーい・′／∴り・・■  

、′／…‾／‾・、・・′J‥／・・－、   

∇（t¢（〃．み）  

∇ゎ¢（〃、わ）  

が成り立つ．ここで．（・‥＝（〃コ＋／）コ）与である．  

（c）すべての（r′，ム）∈．5’×，う■に対して．   

〈∇（£¢（r′，わ）、∇ゎ¢い、頼≧仙・－（′′－わ）に1ト√′一州∵  

l巨・－“一軒＝〈q・，∇。¢い－、頼＋〈ん・∇んd（町川  

が成り立つ  
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（d）任意の〃、む∈▲引こ対して．  

叫（α，み）≧llト可＋ll2＋l】ト叫＋1lコ  

が成り立つ，  

定理3．3f－が単調で▲ヾ〃（▼Pは狭義実行可酪つまり‥I・  

とF（、りがともに正定借対称行列となる．‡i∈▲～■が存在す  

るとする．このとき．£（c）‥＝〈∬け（t～′）≦りはすべての  

c≧Uに対して有界となる．  □  

関数／のエラーバウンドに対して．次の定理がなりた  

つ．エラーバウンドは，アルゴリズムの終了条件や収束  

率の解析に役立つ性質である．   

定理3．4Fが強単調であるとする．このとき．不等式  

伸一〆腔≦J（ユ丁）ル＝〃√∈一～■   

をみたす＿iEの定数（・が存在する．ここで‥‡・ホは▲＼－Ⅲ一Jノの  

唯一一解である，  □  

［コ   

この補題を用いるとdの極限での振る舞いを解析す  

ることができる．   

補題2．3点列（（丁Å＼ゐ入て）∈．う■×．1■に対して．次の命題が成  

り立つ   

（a）〈“りの最′ト固有値の列をi入it）とする．このとき．   

Å卜「－Xならばパ申′人■，んリー－－Xである．  
（b）i㌦）と世）の最小固有値の列は下に有界であると   

する．（〃ムー）の最大固有値の列を〈人チ；iとする．その   

とき，Åチニー・Xならば．任意のfE走伯行列〝，わ∈．ゝ’   

に対して．1i＝人・＿－∴、沃∈〝（〈〝イ′人■）＋〈れ㍍〉）＝・Ⅹをみ   

たす部分列∧て⊆〈1、2．…）が存在する．  □   

3 新しいメリット関数の性質  

この節では、（1）で定義されるメリット関数／の様々  

な性質を示す．   

まず，最小化問題：  

4 今後の課題   

本発表では，SD〔1Pに対して（1）で定義されるメートソ  

ト関数／が様々な好まLい性質を持っていることをホし  

た．二れからの課題として，等価な最小化問題（・l）を効  

率よく解く手法を開発することが挙げられる．そのなか  

でも、Sn（二1Pと等価な方程式系：  

◎（J7）＝（㌔＋ダい－）コ）圭一．Ⅰ－－r（J7）＝し）   

を‥－・一般化ニューー トン法で解く方法が有望である．一般化  

ニュートン法の理論的有効性を示すために．関数¢の作  

質，例えばse111is11100t11性を調べる必要がある．   
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り）  「り＝「＝ 
、 

は，／の定義と補越2．2（l－）より，SD（二「l）と等価になる，   

定理3．1ノ●は非負である，．′い・）＝0とノ◆が一う’β〔TPの解  

であることは等価である．  ロ  

一般に関数．′は凸とはならない．ところが、通常の最  

適化アルゴリズムは、＝的関数の停留一斑を求めるもので  

あるから、目的関数の停留点が．その間題の解であるた  

めの条件を求めることは重安である．次の定理はその条  

件を与えるもので，補題2．1、2．2（ぐ）を用いて証明するこ  

とができる．   

定理3．2rが微分可能ならば」－も微分可能である．さ  

らに，JT－が単調関数．すなわち．  

（tlT－〃イ「い・）－f7拍））≧り ル′－“〃tr、〝∈・～’   

であれば，ノーの停留′勘よ．ヾ〃「′’／）の解となる，  ロ   

次にJのすべてのレベル集合が有界となる条件を与▲  

える，序論でも述べたように．この件質は．／に対する降  

下法の大域的収束性をi再‾．I二で重要な役割を果たす．補  

題渡鳥を用いることによって．次の定理を証明できる．  
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