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等式系の基底解の列挙  
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index（e）で列ベクトルeの添え字を表す。与えら   

れた行列A′⊆Aに対し、添え字最小であるA′  

の列ベクトルをAJのトップベクトルと呼び、   

top（A′）と書く。同様に、添え字最大であるA′の  

列ベクトルをAJのボトムベクトルと呼び、   

btm（A′）と書く。行列のペアA′，A′′に対し、以下  

の条件を満たすとき、A′はAJ′より辞書的順序が   

大きいといい、A／＞1exAJJあるいはAJl＜1exAJ  

と書く。（1）0≦た＜j≦mである任意のたに対  
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1 はじめに  

本稿では、行列Aのすべての基底の逆行列と、  

等式系A諾＝♭の基底解を列挙する解法を提案す  

る。行列Aのサイズをγ×几、ランクをγとし、  

与えられた等式系は、少なくとも1つは解を持っ  

ものとする。提案する解法は、0（γれ2＋βAγ2）時  

間、記憶容量0（γ†l）で実行する。   

Aの基底に対応する、列ベクトル集合の族をβA  

とする。以下では1βAl＝βAとする。Aの列ベ  

クトルの集合を且Aとする。（且A，βA）は、マトロ  

イドの公理系を満たすので、等式系A∬＝bの基  

底解の列挙は、行列マトロイドの基の列挙とみな  

す事が出来る。マトロイドの基の列挙に関しては、  

Avis＆Fukudaが提案した解法が存在する［1］。  

彼らの解法は、基本サーキットオラクルを用いる  

事によって、基の列挙を0（βAれ（r＋γ））時間と  

0（川）記憶容量で実行する。ただし、丁もは台集合  

に含まれる要素の個数、0（r）は基本サーキット  

オラクルに要する計算量である。彼らの解法を用  

いて、等式系の基底解の列挙を行なうと、基底解  

を一つ出力するたびに、0（仰2）時間を要する。   

提案する解法は、基底解を一つ出力するのに必  

要な計算量は、0（γ2）であり、行列の列の数に依  

存せずに、基底解を出力する事が出来る。また、  

行列のランクが列の数よりも十分に小さい時、彼  

らの解法に比べて理論的計算量に関し、効率が良  

いと言える。  

eん∈A′である必要十分条件はeん∈A′′であ  

（2）A′∋eJ¢A′’を満たす整数jが存在す   
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本稿では、以下の性質を仮定する。  

仮定1 次の条件をすべて満たす、整数列（加，  

jl，．‥，Jf）が存在する。（1）0＝Jo＜Jl＜…＜  

j土＝乃，（2）且Aの分割（Gl，G2，‥・，Cf）で、部分  

集合G5＝（eJ。＿1＋1，e信1＋2，‥・，eJ。）は、Glが  

Aの基底であり、   

∀β∈（2，‥．，り，Cβは、耳A＼（GlUC2∪…UCβ－1）   

の極大独立集合である。   

以下簡単のためにClをβ＊と書く。明らかに、  

β＊は、Aの辞書的順序最大の基底である。  

提案する解法では、基底の列挙に、列挙木とい  

う木構造を用いる。基底β＊とは異なる任意の基  

底β′に対し、β′－′＋タを¢（β′）と書く。ただ  

し、f＝btm（Bl）で、g＝tOp（co－C（BIIf））と  

する。もしβ′≠β＊かつ¢（β′）＝β′－J十タ  

ならば、ダ∈β＊謬Jである。よって、任意の基  

底β′≠β＊に対して、¢（β′）＞1。Ⅹβ′であり、  

¢f（β′）＝β＊を満たす正の整数fが存在する。与  

えられた基底β′（≠β＊）に対し、基底β′は¢（β′）  

の子であり、¢（β′）はβ′の親であると定義する。  

ここで、ノード集合βと、枝集合（（β，β′）∈β×  

（β＼（β＊））1β＝¢（β′））のペア（β，¢）を列挙木  

とする。明らかに、基底β＊は列挙木のルートに対  

応する。提案する角軍法では、暗に列挙木をたどり  

ながら、Aの基底を列挙する。  

2 定義  

サイズがγ×れの行列Aの任意の基底をβと  

する。任意の列ベクトルe¢βに対し、C（βle）⊆  

且Aは、β＋e中に唯一のサーキットであるとす  

る。任意の列ベクトルe∈βに対し、（且A＼β）＋  

eに含まれる唯一のコサーキットをco－C（βle）と書  

く。   

旦A＝（el，‥・，eれ）を列ベクトルとする。任意  

の列ベクトルeJに対し、eJの添え字をブとする。  

－220－   

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



3 基底の列挙解法  

Aの任意の基底をβとし、β′∋J¢月であ  

るβの子の基底βJが存在するならば、列ベクト  

ルJをβの子の枢軸ベクトルと呼ぶ。また、β′矛  

ク∈βであるβの子の基底β′が存在するならば、  

列ベクトルタをβの親の枢軸ベクトルと呼ぶ。β＝  

βし什タはβ′の親であるとする。タはco－C（β′げ）  

のトップベクトルであり、CO－C（β′げ）＝CO－C（βlタ）  

なので、クはまた、CO－C（βlタ）のトップベクトル  

である。部分集合（e′∈βle′はco－C（βle′）のトップ  

ベクトル）をBst（β）と書く。   

ここで、基底βの任意の親の枢軸ベクトルは、  

Bst（β）に含まれている。   

次の定理は、子の集合を特徴付ける。  

定理2 βをAの基底、β′＝且刊＋Jをβの  

子とする。列ベクトル′′がβ′の子の枢軸ベクト  

ルならば、′′はまた、βの子の枢軸ベクトルであ  

る。   

定理3  βをAの基底とする。部分集合β′ ＝  

β一夕＋Jがβの子である必要十分条件は、β′  

は以下の条件を満たすことである。（1）β′は基底  

である，（2）g∈Bst（B），（3）index（btm（B））＜  

index（J）。   

集合Bst（β）とサーキットを計算する方法があ  

れば、基底βのすべての子を求める事が出来る。  

すなわち、条件（3）を満たす各列ベクトルJに対  

して、サーキットC（βげ）と、子の集合（β一夕＋  

Jlダ∈Bst（β）nC（βげ））を生成すれば、βのす  

べての子を求められる。また、基底βの部分集合  

Bst（B）から、Bの子のBlの部分集合Bst（BI）を  

簡単に構築出来る。  

定理4 βをAの基底解、β′＝β一夕＋′を  

Bの子とする。そのとき、Bst（Bl）＝（Bst（B）＼  

C（Blf））∪（EA∈Bst（B）nC（BLf）Lindex（e）＜  

index（如）⊆Bst（β）である。   

添え字最大である子の枢軸ベクトルに対しては、  

次の定理が成り立つ。   

定理5 βの基底とし、凡を添え字最大である、  

βの子の枢軸ベクトルとする。そのとき、凡は、  

辞書的順序が最小の基底β＊に含まれている。  

行列の基底の列挙解法base－enum  

入力：行列A  

出力：行列A中のすべての基底  

些旦旦‥β‥＝β＊，β5f‥＝β＊，ダ：＝且A＼β＊とす  

る。β＊を出力し、Q：＝¢とする。  

些旦与Q‥＝（（β，Bst，ダ））とする。  

型：Qの最後の要素を（β，Bst，ダ）とし、Qか  

ら取り除く。  

Step3：もし、B＊に子が存在するならば、添え字  

が最大であるβ＊の子の枢軸ベクトル′＊を見つけ、  

Step5へ。  

塑聖 

2へ。  

塑望j‥凡：＝（J∈ダIindex（′）≦index仏）），  

ダJ：＝¢とする。  

Step6：凡が空ならばStep4へ。  

塑竺 

C：＝C（βげ）nBstとする。  

Step8：Cが空ならば、Step6へ。  

些里ゼ‥FI：＝Fl＋f，Bst’：＝Bstとする。  

SteplO：Cが空ならば、Step6へ。  

旦圭望止主‥タ‥＝btm（C）とし、Cからタを除く。  

B－g＋fを出力し、Bstl：＝Bstl－g，  

β：＝β一夕＋Jとする。  

旦堕し些：Qの最後に（β，Bst，ダ′）を加える。  

Step13：B：＝B－f＋gとし、Step8へ。  

参考文献   

［1】D．AvISANDK．FuKUDA，Reversesearch  

わrenumeralion，DiscreteAppliedMathe－  

matics（1996），Pp・21－46・  

－221－   

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.




