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パーフェクト双向グラフに対する一般化安定集合問題とその多項式時間解法  
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2 一般化安定集合問題   
G＝（り且）を双向グラフとする。各頂点五∈V  

に∬立という変数を相応させ、頂点豆，j∈Vに接続す  
る辺のタイプに応じて次のような不等式を考える‥  

1 はじめに   

双向グラフ（bidirectedgraph）は、無向グラフ  
を一般化したものである。双向グラフG＝（り且）  
は、頂点集合Vと辺集合βから成り、各辺e∈β  
は2つの端点を持ち、さらに各端点では＋または－  
の符号を持つグラフである。辺e∈且が頂点豆∈V  
を端点として持つとき、eは五に接続するという。  
辺eの両端点が一致するときにeは自己ループと  

呼ばれる。双向グラフの辺は、その両端点の符号パ  
ターンから3種類に分類できる：ここでは両端点で  

符号＋を持つ辺を（＋，十）一辺、両端点で一を持つも  
のをトー）一辺、異なる符号を持つものを（＋，－）一  
辺（または（－，＋）遇）と呼ぶことにする。無向グ  
ラフはすべての辺が（＋，＋）一辺であるような特殊な  
双向グラフとみなすことができる。   

C＝（竹丘）を無向グラフとし、ぴ＝（叫）豆∈Vを  
頂点集合上の整数重みベクトルとする。最大量み  
安定集合問題は、Gの安定集合gの中で重みの和  
∑豆∈〆明を最大とするものを求める問題である。こ  
こで安定集合とはⅤの部分集合で任意の二要素間  

に辺が存在しないものである。この問題は双向グ  
ラフに自然に拡張でき、ここではそれを一般化安  
定集合問題と呼ぶことにする。最大量み安定集合  
問題は〟ア一因難で、一般の無向グラフに対しては  

多項式時間解法は知られていない。しかし、幾つ  
かの特殊なクラスに対しては多項式時間解法が知  

られていて、その一つにパーフェクト無向グラフ  

がある（［1】を参照されたい）。一方、無向グラフの  
パーフェクト性は双向グラフに自然な形で拡張可  

能であり、次のような性質が成り立つ［2］。   

定理1．ある種の自然な仮定のもので、双向グラ  
フGがパーフェクトである必要十分条件は、Gの  
すべての辺を（＋，＋）一辺に置き換えた無向グラフG  
がパー フェクトである。  

上記のことから、パーフェクト双向グラフに対  

して一般化安定集合問題が多項式時間で解けるこ  

とが予想される。本発表の主題は、一般化安定集  
合問題がある無向グラフの最大量み安定集合問題  

に多項式時間で変換され、さらにこの変換がパー  
フェクト性を保存することを示すことでこの予想  

が正しいことを立証する。   

重複をなるべく避ける意味でもパーフェクト双  

向グラフの定義などは省略するので本アブストラ  

クト集の［3】を参照されたい。  
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∬豆＋勺≦1  

－∬五－∬j≦－1  

∬乞－∬j≦ 0  

Gのすべての辺に対応した不等式からなる系を考  

え、この不等式系の解となる0－1ベクトルをCの  

0－1解と呼ぶ。もしGが無向グラフなら安定集  
合の指示ベクトルはGの0－1解となり、逆も成  

り立つ。   

与えられた双向グラフG＝（Ⅴ且）とⅤ上の整  

数重みベクトルw＝（w乞）壱∈Vに対して次のような  

問題を考える。   

最大化（∑仰豆l諾：Gの0－1解）（2・1）  
豆∈V  

ここではこの問題を一般化安定集合問題と呼ぶ。  
明らかにこの間題は最大重み安定集合問題を特殊  

ケースとして含んでいる。   

幾つかの異なる双向グラフが、（同一の0－1解  
集合を持つという意味で）同じ一般化安定集合問  

題を定めることがある。このような双向グラフの  

中で標準的なものを考えるのは、議論をする意味  

でも問題を解くためにも有益である。詳細は省く  
が、与えられた双向グラフを次の二つの条件を満  
たすように、本質的に対応する一般化安定集合問  
題を変えることなく、多項式時間で変換可能であ  

る【4］。  
推移性：任意の二辺el＝（戌，j）とe2＝（j，りに  

対してこれらがJで異なる符号を持つと  

き、壱，たに接続した辺e3で両端点の符号  
がel，e2の符号と一致するようなものが  

存在する。  
単純性：自己ループや多重辺を持たない。  

この二つの条件を満たす双向グラフを閉であると  

呼び、以下でのこのようなものを考える。   

3 多項式時間解法   
与えられた閉双向グラフG＝（竹タ）に対し  

て、次のように定義される無向グラフG＝（Ⅴ＋∪  
Ⅴ－，磨）を考える：  

V＋ ＝（γ＋lγ∈Ⅴ）  
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を考える。補題4から、（3．2）の目的関数値はちょ  

うど∑ト Ⅶγl乱㌦＜0）だけ（3．1）の目的関数値よ  

り大きい。さらに、励は非負ベクトルであるから、  

（3．2）には必ず最適となるような極大安定集合が存  

在し、（3．2）の任意の最適解から極大であるものを  

作るのも容易である。以上の問題変換、定理2と  

最大量み安定集合問題に村するGr6tschel－Lovasz－  

Schrijverの多項式時間解法［1】を組み合わせると  

パーフェクト双向グラフに対する一般化安定集合  

問題は入力サイズの多項式時間で解けることが示  

せる。  

定理5．パーフェクト双向グラフに対する一般化  

安定集合問題は入力サイズの多項式時間で解ける。   

4 おわりに   

ここでは、次の二つのことを示した。   

●任意の一般化安定集合問題がある無向グラフ  

の最大量み安定集合問題に変換できる。   

● この変換はパーフェクト性を保存する。  

第一の主張からこれら二つの問題は等価であるが、  

問題を定式化するためには一般化安定集合問題の  

方が最大重み安定集合問題よりも優れている。そ  

のため、応用上は一般化安定集合問題で定式化を  

試みて最大重み安定集合問題に変換すると良いだ  

ろう。また、一見頂点数が倍になり問題が大きく  

なるように見えるが、γ∈Vに村して、動＋，腐℃－  

の少なくとも一方は0であり、このような頂点は  

（3．2）を解く際には取り除いても影響はない。すな  

わち、頂点数は変わらず、（問題が容易になったと  

は言えないが）むしろ辺数が減った問題となる。   
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Ⅴ‾ ＝（γ‾lγ∈Ⅴ）  

丘 ＝ 伸＋，γ‾〉lγ∈Ⅴ）∪  

（〈祝α，γβ〉lGに叫ルに接続する  

（α，β）一辺が存在）  

Ⅴ＋，Ⅴ‾はⅤの二つのコピーであり、α，βは＋また  

は－の符号であるとする。このとき次ような性質  

が成り立つ。   

定理2．閉双向グラフGに対して、  

G：パーフェクト ⇔C：パーフェクト   

補題3．諾がCの0－1解ならば、  

yγ十＝∬ひ，＋呈ん－＝1－∬γ（γ∈Ⅴ）   

として定義されるV＋ul′‾上の0－1ベクトルyは  

∂の「包含関係の意味でノ極大な安定集合の指示ベ  

クトルである。   

逆に甘が∂の極大な安定集合の指示ベクトルなら  

ばⅤ＋への制限甘いはCの0－1解である。〝   

この補題からCとびに対する一般化安定集合問題  

（2．1）は、以下のような問題と等価となる。   

最大化（∑明弘＋lγ：∂の極大安定集合）  

戎∈V  

（3．1）  
このままでは条件に‘極大な，安定集合という条件  

が入っている。（3．1）の‘極大な，という条件を外し  

た間道での最適な安定集合が必ずしも極大である  

宴は限らないが、次の性質を用いると問題（3・1）を  

Gに村する最大量み安定集合問題に簡単に変換で  

きる。   

補題4．任意のγ∈Ⅴに村して、∂の極大安定集  
合はγ＋またはγ‾の一方のみを必ず含む。  

ここで次のように定義されるⅤ＋∪Ⅴ‾上の重み  

ベクトル励＝（動）i∈V＋uV－  

Ulv 

動＋＝〈冨  

－＝ 
〈＿㍊γ  

（ひγ≧0）  

（w℃＜0）  

（wγ≧0）  

（ひu＜0）  

に村する∂上の最大量み安定集合問題  

最大化（∑牒廟＋∑り触l封‥∂の安定集合）  
壱∈V＋  乞∈V－  

（3．2）  

一217－   

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.




