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1 はじめに   

双向グラフ（bidirectedgraph）は、無向グラフ  

を一般化したものである。双向グラフG＝（りβ）  

は、頂点集合Ⅴと辺集合且から成り、各辺e∈且は  

二つの頂点をその端点としてを持ち、さらに各端  

点では＋または－の符号を持つ。辺eの両端点が一  

致するときにeは自己ループと呼ばれる。双向グ  

ラフの辺は、その両端点の符号パターンから3種  

類に分類できる：ここでは両端点で符号＋を持つ辺  

を（＋，＋）一辺、両端点で－を持つものを（－，－）一辺、  

異なる符号を持つものを（＋，－）一辺（または（－，＋）一  

辺）と呼ぶことにする。無向グラフはすべての辺  

が（＋，＋）一辺であるような特殊な双向グラフとみな  

すことができる。   

本発表では、無向グラフで知られているパーフェ  

クト性の概念を双向グラフに拡張し、パーフェク  

ト無向グラフとパーフェクト双向グラフの関係を  

議論する。  

2 双向グラフに対する不等式系と解集合   

G＝（りβ）を双向グラフとする。各頂点盲∈Ⅴ  

に∬五という変数を対応させ、頂点再∈Ⅴに接続す  

る辺のタイプに応じて次のような不等式を考える：  

勘十り≦1 （＋，＋）一辺のとき   
－∬ゴー∬j≦－1（－，－）一辺のとき  

∬恵一∬j≦ 0（＋，－）一辺のとき  

Gのすべての辺に対応した不等式からなる系をG  

の不等式系を呼ぶことにし、その不等式系の解を  

Gの解と呼ぶことにする。以下では特にGの0－1  

解の集合に注目する。もしGが無向グラフなら  

ば、任意の0－1解はある安定集合の指示ベクトル  

あり、また逆も成り立つ。安定集合とは、Ⅴの部  

分集合で任意の二要素間に辺が存在しないもので  

ある。不等式の観点から（＋，－）一自己ループは意味  

がないのでここではこのような自己ループは考え  

ないことにする。  

3 閉双向グラフ   

ー般には異なる双向グラフが同じ0－1解集合を  

持つため、このような双向グラフの中から標準的  

な双向グラフを定めると議論がしやすい。任意の  

二辺el＝（壱，J）とe2＝（J，た）に村してこれらが  

Jで異なる符号を持つとき、乞，捌こ接続した辺e3で  

両端点の符号がel，e2の符号と一致するようなも  

のが存在するとき双向グラフが推移的であという。  

辺e3に対応する不等式はel，e2に対応した不等式  

の和になっているので、与えられた双向グラフに  

対し、推移的になるように辺を加えても解集合は  

変化しない。このような推移的な双向グラフは頂  

点数に関する多項式時間で求まり、以下では推移  

的な双向グラフGを考える。   

双向グラフが自己ループや多重辺を持たないと  

き単純であるという。JohnsonとPadberg［3】は  

0－1解集合を本質的に変更することなく与えられ  

た双向グラフを推移的でかつ単純であるように変  

形する（幾つかの頂点を除く）かあるいは0－1解  

が存在しないことを断定することが頂点数に関す  

る多項式時間で行なえることを示した。ここでは、  

推移的で単純な双向グラフを閉（closed）であると  

呼び、標準的な双向グラフとして扱う。例えば単  

純無向グラフは閉である。閉双向グラフへの変形  

や閉双向グラフの性質については、紙面の関係上  

詳しくは記述できないため【3］を参考にして欲し  

い。ここでは、一つだけ閉双向グラフGとCの  

すべての辺を（＋，＋）一辺に置き換えることで得られ  

る無向グラフGの関係を一つ紹介する。   

定理1“2】）：閉双向グラフGと⊆は同数の0－1  

解を持つ。   

4 双クリーク不等式   

G＝（隼且）を閉双向グラフとする。Ⅴの交わり  

をもたない部分集合のペア（C＋，C‾）が以下の条  

件を満たすときGの双クリーク（biclique）と呼ぶ‥  

（Bl）C＋uc‾の二頂点間には辺が存在する  

（B2）C＋uc‾の頂点宜，jを結ぶ辺eについて、  

もし豆∈C＋ならばeは五で＋符号を持ち、  

もし盲∈Cトなら－符号を持つ。Jについ  

ても同様。  

もしCが無向グラフならば（¢，（豆））であるような  

双クリーク以外ではC‾＝¢であり、これらは無  

向グラフのクリークと一致している。クリークは、  
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Ⅴの部分集合で任意の二要素間に辺が存在するも  

のである。条件（Bl）は、C＋uc－が∈でクリーク  

になることを主張している。   

さて双クリーク（C＋，C‾）に相応した以下のよ  

うな不等式を考えよう。  

∑勘＋∑（1－∬豆）≦1  

査∈C＋ 志∈C」  

これは（C＋，C‾）に対する双クリーク不等式と呼  

ばれている。双クリーク（¢，（豆））に対する不等式は  

勘≧0であり、いわゆる非負制約である。Gが無  
向グラフのときは、これ以外の双クリーク不等式  

はC‾＝¢より、クリーク不等式と呼ばれるもの  

になる。任意の安定集合と任意のクリークは高々  

一つしか頂点を共有しないので安定集合の指示ベ  

クトルはすべてのクリーク不等式を満たす。同様  

に以下のことが成り立つ。   

補題2（【3】）：閉双向グラフGの任意の0－1解は  

すべての双クリーク不等式を満たす。  

5 パーフェクト双向グラフ   

パーフェクト双向グラフを定義する前に閉双  

向グラフC ＝（りβ）に村して二つの多面体  

P（C），Q（G）を次ぎように定義しよう。  

P（G）＝ COnV（諾∈月Vl諾はGの0－1解）  

Q（G）＝（諾∈月Vt諾はGのすべての  

双クリーク不等式を満たす）  

JohnsonとPadberg［3］は、閉双向グラフがパー  

フェクトであるための必要十分条件は⊆がパーフェ  

クトであることを予想した。本発表の主定理はこ  

の予想が成立することを主張するものである。   

定理4（【2】）：Gを閉双向グラフとする。  

G了パーフェクト⇔Gニパーフェクト   

6 ぁわりに  

紙面の都合上、定理4の証明までは書けないが、  

最後にこの定理がそれほど自明ではないことの雰  

囲気だけでも伝えたい。定理1からP（C）とP（∈）  

はともに同じ数の端点を持っている。もしGが  

パーフェクトならQ（G），Q（G）に同様のことが言  

える。しかしその多面体の構造はかなり異なって  

いる。極端な例では、Q（G）は次元γI（双向グラ  

フが閉ならdimP（C）＝lVlが知られている）に比  

例した数のファセットしか持たないが、Q（G）は  

IVlに関して指数的な数のファセットを持つよう  

な閉双向グラフGが存在する。また定理1の証明  

から一般的にQ（C）のファセット数よりもQ（∈）  

のファセット数の方が同じか多いことが示せる（G  

が閉なら成り立ちパーフェクトでなくてもよい）。   

証明に関しては、  

C：パーフェクト＝＝≠G：パーフェクト   

の方が逆側を示すよりも難しい。   
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ここで、COnVは凸包を意味する。すなわちP（G）は  

Cの0－1解全体の凸包である。補題2からP（G）⊆  

Q（C）が成り立ち、一般にこれらが一敦するとは  

限らない。上記のことからGが無向グラフの場合  

はQ（G）はすべてのクリーク不等式と各変数の非  

負制約で記述される多面体になる。ここでは本来  

のパーフェクト無向グラフの定義は省略するが、  

パーフェクトグラフには次のような多面体を用い  

た特徴付けが知られている。   

定理3（【1】）：無向グラフGがパーフェクトであ  

るための必要十分条件はP（G）＝Q（G）である。   

この特徴付けを利用して双向グラフに村するパ  

ーフェクト性を以下のように定義する。双向グラフ  

が閉でありかつP（G）＝Q（G）を満たすときパー  

フェクト（perfect）と呼ぶ。  
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