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台形グラフの点彩色問題を解く並列アルゴリズム  
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次に，無向グラフGに対しGの各辺に向き付けF  

を行ない，有向グラフG＊＝（Ⅴ，F）を構成することを  

考える．有向グラフG＊の各辺において，（ご，y），また  

は，（y，ご）のいずれか一方のみがFに存在する場合，  

G＊は反対称的（antisymmetric）であるといい，また，  

（ェ，y），（y，Z）∈Fが存在すれば必ず（ご，Z）∈ダが  
存在する場合，G＊は推移的（transitive）であるとい  

う．Gの向き付けを行なうことにより，反対称的，か  

つ，推移的なC＊が構成可能ならば，Gを比較可能グ  
ラフ（comparabilitygraJph）［3］という・台形グラフ  

Gの補グラフGCには，常に反対称的，かつ，推移的な  

向き付けFが存在する．   

最後に，幾何表現について述べる．平面上で点集合  
∫が与えられたとき，もし，2点α＝（ェ1，y2），あ＝  

（ご2，y2）∈5において，エ1＜エ2，かつ，yl＜y2なら  
ば，αはぁに支配されている（または，いまαを支配し  
ている）という．   

3 並列アルゴリズム   

グラフGの彩色とは，Gの点集合Ⅴを独立部分集  
合（Ⅵ，巧，‥・，佑）に分割することである・これは，  

Cの補グラフCC上ではクリークに分割すること，つ  

まり，クリーク被覆問題にあたる．本並列アルゴリズ  

ムでは，GC上での最小なクリーク被覆を求めること  

によりGの点彩色問題を解く．   

2節で述べたように，台形グラフCの補グラフCC  

は比較可能グラフである．つまり，GCにおいて反対  

称的，かつ，推移的な向き付けFが存在する・その向  
き付けされた有向グラフをG＊とする．推移的な向け  
付けにより次の補題が得られる．  

［補足1］G＊の路p＝り1，り2，‥・，町J≧1上の  
節点叫，り2，・‥，叫で構成される誘導部分グラフはク  
リークである．ロ   

補題1より，GCの最小クリーク被覆を求めるには，  
G＊の最小路被覆を求めればよい．よって，本並列ア  

ルゴリズムでは，G＊の最小路被覆を並列に求めるの  
だが，その前にGCに対して反対称的，かつ，推移的な  

向き付けを行ないG■を構成しなければならない．そ  

の構成について次に述べる．   

G＊を構成するために，まず，台形ダイヤグラムr  
を用いて各台形れ，i＝1，‥・，托，を以下のように幾  

何表現する．各台形れ＝［v…，V；，d！，dr］に射し，平面  

1 はじめに   

グラフGの節点に対し，隣接するどの2節点も異  

なる色となるように着色することをGの彩色という．  

点彩色問題とは，与えられたグラフを最小の数の色で  

彩色することである．一般のグラフにおいて，点彩色  

問題はⅣP困難であるということは良く知られてい  

る【外しかし，いくつかの制限されたクラスに属する  

グラフに対しては，多項式時間逐次アルゴリズムが存  

在する．ここで取り扱う台形グラフもそのようなクラ  

スに属するグラフの一つである。台形グラフは，Da－  

gan，GolumbicandPinter［2］により提案された・彼  

らの研究動機は，VISI設計におけるチャネル・ルー  

ティングの階層割り当て問題を解くことであったが，  

台形グラフの点彩色問題を解くことで解決できるこ  

とを示した．   

本論文では，台形グラフの点彩色問題をCREW  

PRAM上で0（n3／logn）個のプロセッサを用いて  

0（log2几）時間で解く並列アルゴリズムを示す・  

2 用語の定義   

グラフ理論の基本的用語に関しては，文献［1］に基  

づいているのでそちらを参照されたい．   

まず，台形グラフについて述べる．上部チャネ  

ル，下部チャネルと呼ばれる2つの平行な線が存在  

する．それぞれのチャネルは，左から右に連続す  

る整数値1，2，3，…で番号付けされている． 台形  

れとは，上部チャネル，下部チャネル上の4つの点  

［uf，u：，d…，d：］を角点（cornerpoint）として定義され  
る（但し，祝！，可（u！＜可）は上部チャネル上での  

点であり，d…，dr（d…＜dr）は下部チャネル上の点  

とする）．本論文では，各台形れの4つの角点を  

【髄！，可，d…湖］で表す・上記のように表される幾何学  

的表現を台形ダイヤグラム（trapezoiddiagram）Tと  

いう．以下，混乱が生じない限り，台形ダイヤグラム  

rにおける台形の集合をrで表す．これを基に，台形  

にrl，乃，為，‥・，㍍と番号付けが可能であり，もし  

可＜可ならばれ＜ちとする・グラフG＝（Ⅴβ）  

が台形グラフである必要十分条件は，次のような台形  

ダイヤグラムrが存在することである．   

Ⅴ＝（りiは台形7＝こ対応する）   

β＝（（り）li，jに対応する台形れ，ちが交差  

している）【2］・  
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上に2つの点，赤点rf＝（む…，d扶育点ムi＝（可，卯  

を置く．このような幾何表現を用いることにより，次  

の補煙が得られる．  

【補題2］台形ちの赤点rJが台形れの青点♭ゎ  

五≠Jを支配する必要十分条件は，台形グラフG＝  

（りg）において台形れ，ちに対応する節点巧，り∈  

Vが隣接していないことである．ロ （証明略）   

台形グラフを幾何表現したが，この表現から次のよ  

うにして有向グラフG＊が得られる．  

（1）まず，riがゐJ，i≠Jを支配しているならば，  

rfとゐゴを有向辺（rf，ゐj）で按続する．  

（2）各rた，ぁた，た＝1，…．陀，において，「た，ぁたを  

1つの節点uたに同一視し，r鳥，ぁたの隣接点達をuたに  

接続する．  

［補題3】上述の方法で構成した有向グラフC＊＝  

（Ⅴダ）は，G＝（りβ）の補グラフGC＝（竹βC）に  

対し，反対称的，かつ，推移的な向き付けFを施した  

ものである．□ （証明略）   

C＊が得られたので，次にG＊の最小路被覆を並列  

に求める方法について述べる．有向グラフの最小路  

被覆について次の補題が知られている．  

［補題4］川 路被覆のサイズが最小になるための必  

要十分条件は，それがグラフの辺を最も多く含むこと  

である．□   

補題4により，最も多くの辺を含むような路被覆を  

求めれば，最小路被覆が求まる．最も多くの辺を含む  

路被覆を得るために，先に述べた台形グラフの幾何表  

現を利用し，次に示す幾何的なマッチングを用いた．  

・平面2点マッチング（Matchingbetweentwopla，  

narpointsets）   

平面上において，青点の点集合をβ，赤点の点集合  

を月とする．もし，赤点「が青点みを支配している  

ならば，「とむはマッチされているという．平面点集  

合マッチング問題とは，月∪βで最大マッチング〟  

を求める問題である．   

平面2点マッチング問題を0（花3／log几）個のプロ  

セッサを用いて，0（log2几）時間で解く効率の良い並  

列アルゴリズム【6】が存在するので，この間題を利用  

することにより，並列にG＊の最小路被覆を求めるこ  

とができる．  

［補題5］G＊の最小路被覆は，台形グラフを前述し  

た幾何表現にし，それに対し平面2点マッチング問題  

を解くことにより求まる．□ （証明略）   

求まった最小路被覆を旦，ろ，‥・，丹，J′≧1  

とすると，各彗，i＝1，‥・，J′，において，彗＝  

叫，ひ2，…，町，f′≧1，に属する節点り，ブ＝1，…，i′  

が同一色になる．（G＊の節点と台形グラフGの節点  

は同一であることに注意．）   

以上をまとめると次のようになる．  

Procedure COLORING  

begin  

（Stepl）各台形77＝［uf，ur，d…，d：］に対し，平面上に  

2つの点，赤点ri＝（≠！，d鉦青点♭i＝  

（可，昭）を置く・  

（Step2）平面2点マッチングを並列に求める．  

（Step3）マッチングMに属する各ribj，i≠jに対応  

するG＊の辺（叫，り）からなる路，および，長  

さ0の路明（これは，rJ，みJ共に〟に属し  

ていないときに生じる）を加えた路汽十角，  

・‥，月′，J′≧1が最′J、路被覆となる．  

（Step4）各月において，彗＝Vl，V2，・・・，Vil，i′≧1，  

に属する節点り，ブ＝1，・・・，i′に同一色を割  

り当てる．  
end．  

【定理1】Proce血柁COエ0月〃「Gは台形グラフの  

点彩色問題を並列計算機モデルC尺βⅣP月A〟上で  

0（乃3／log乃）個のプロセッサを用いて，0（log2m）時  

間で解く．ロ   
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