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合成関数型最短経路問題のダイクストラ法による解法  

01605236 長崎大学・教養部 丸山幸宏 MARUYAMAYukihiro   

有向グラフG＝（VA），始点1，終点Ⅳおよび各校（五，ノ）∈Aに枝長吉盲Jが与えられ  
た有向ネットワーク上の最短経路問題を考える。ただし経路の評価が、単一ではない様々  
な2項演算で枝長を結合した値で定義された問題：  

誓nい1盲棉j・（・‥0（fたm◇（tmⅣ））…））］  
（1）  

の解法を求めたい。問題（1）で、pは1から〃への任意の道とする。またf盲j∈∫⊂月1  
とし、各2項演算（α。∬）は（Jに関して）単調非減少とする。   

ここでtlfO諾＝ん阜），ま五J・∬＝ん（諾），・‥，またm◇∬＝ムm（霊），fmⅣ（＋ご）＝んⅣ（ご）と  
おくと経路の評価は  

闘鵠（ムた（‥・（んⅣ（∬））‥・）））＝（ん0ん0ムた。…0んⅣ）（ご）  

と書ける。従って問題（1）は  

（2）  聖nKん0ん○ん0・‥0んⅣ）（諾）］   

という問題に帰着される。このような問題を合成関数型最短経路問題と呼ぶことにする。  

ただし問題（2）におけるんは集合∫から∫への単調非減少関数とする0   

注意1   

問題（1）自身を解くためには終点に至る枝（m，〃）においてfmⅣ＝んⅣ（ご）（定数関  
数）とおけばよい。この場合、問題（2）の各道の長さ（評価）は（ごに依存せず）定数で  
ある。一方、終点に至る枝（m，呵においてたとえばまm〃＋∬＝ん〃（∬）とおけば、道の  
長さ（評価）はごの関数になる。このとき問題（2）は、終点Ⅳに着いたことで被る損失  

がェであるような問題、或いは終点に至る枝の長さが壬mⅣからまmⅣ＋諾に変化した問  

題と考えられる（したがって局所的だが、感度解析ができる）。   

注意2   

合成関数型問題には、もちろん単一の2項演算で道の長さ（評価）が定義された問題  

も含まれる。たとえば各盲，J∈Vで  

（a）加法型：fiJ∈∫＝月1，ん（∬）＝f五J＋∬  

（b）Max型：毎∈5＝財，ん（ご）＝ま壱JVご  

（c）乗法型  

と定義すると、  
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（2）は  

聖n［壬1i蟻0毎…Ofm〃0ごj  

となる。ただし0＝＋，∨，×である。   

頂点宣から終点Ⅳへの道p＝（よ，J，…，J，た，…，れ，Ⅳ）に含まれる閉路  

（再（1），J（2），…，J（5），ノ）の各∬における長さ（（ん（1）OJ）（1）j（2）0…0′刷）（ご））をC去（ご）  
と表す。このとき次が成立する。  
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命題1  

ネットワークG＝（りA）に含まれる閉路は全てq（ご）≧叫ご）（∀∬∈g）をみたすもの  

とする。このとき任意の∬において各頂点壱から終点Ⅳへの最短経路は単純路のなかに  

存在する。   

命題2  

もし任意の壱，J∈Vに対して  

ん（ご）≧摘（∬）（∀ご∈5）  （3）  

ならば、ネットワークC＝（りA）に含まれる閉路は全てq（ヱ）≧叫ご）（∀ご∈∫）をみ  

たす。   

命題1、2から、任意の五，J∈Vに対してん（ご）≧摘（ご）（∀ご∈∫）ならば任意のご  

において各頂点五から終点〃への最短経路は単純路のなかに存在することがわかる。   

条件（3）は、加法型ではfiJ＋ご≧ご（∀ご∈∫）すなわち枝の長さが全て非負であるこ  

とを意味する。その場合、ダイクストラ法が代表的なアルゴリズムとして知られている。  

そこで仮定（3）の下、ダイクストラ法を用いて合成関数型最短経路問題を解く。以下で、  

A：＝βはAをβで置き換えることを意味する。   

ダイクストラ法   

ステップ（0）各∬∈gにおいてV（∬）＝¢，Ⅲ（Ⅳ）（ご）＝は（∬），Ⅲ（壱）（ご）＝㍍＝  

sup5－（盲≠Ⅳ，Jよ¢5）とおく。   

ステップ（1）叫た）（ご）＝min咤γ（。）Ⅲ（壱）（ご）であるような節点た（＝た（∬））を選ぶ。  

この時、〒（た）（ご）：＝叫た）（ご），V（ヱ）‥＝V（∬）∪（りとする。   

ステップ（2）V（ご）＝Vならば計算終了。そうでない場合、ステップ（3）に行く。   

ステップ（3）J¢V（∬）であるような枝（J，た）にたいして  

Ⅲ（り（ご）‥＝min［Ⅲ（り（∬），ん（市（頼））］  

とおく。もし  

叫り（わ＞ん（百（た）（ご））  

ならば、p（り（ご）：＝たとする。ステップ（1）に戻る。   

終点での損失がごである問題で、各反復における節点壱∈Vは一時ラベルⅢ（壱）（ご）  

か永久ラベル〒（去）（諾）が付される。またV（ご）は永久ラベルを持つ節点からなる集合で  

ある。  

定理   

上記ダイクストラ法で得られる〒（壱）（ご）（よ＝1，2，．‥，Ⅳ）は（終点での損失がェであ  

る問題、或いは壬m〃をfmⅣ＋ごに変えた問題の）節点よから終点Ⅳへの最短路長であ  

る。また、節点∴から終点〃への最短経路は  

p＝（査，p（よ）（ご），p（p（よ）（ご））（ご），p（p（p（五）（ご））（ご））（ご），…，Ⅳ）  

で構成される。ただしp（ノ）（ご）（J∈V）は計算終了後得られた節点とする。  
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