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1．初めに  

ネットワーク型待ち行列の状態の定常分布を求める  

ことは一般に困難であるが，ある種の条件の下では，  

その分布が周辺分布の積となり（これを横形式と呼  

ぶ），解析的に求めることが可能である．また，応用  

上は横形式を仮定してシステムの評価等を行う．この  

ように，システムが横形式解を持つか持たないかを判  

定することは，理論的に興味があるだけでなく，応用  

上も重要である．このためには，横形式解をもつため  

の必要十分条件について調べる必要があるが，これま  

での研究は十分条件（例えば準可逆性）を与えるもの  

が大部分であった（例えば，【1，2，3，5】参照）・今回，  

客の種類が1つの場合について次の結果が得られた．  

●横形式解の必要十分条件が得られ，その条件は既  

知の十分条件である準可逆性よりも弱い（横形式   

解をもつが，準可逆性が成立しない例がある）．  

●横形式解にある種の局所平衡条件条件を加える  

と，準可逆性と同値になる．  

2．モデルの設定  

文献【1】に従って，1種類の客とⅣ個のノードを  

持つ開放ネットワーク型待ち行列を定義する．各ノー  

ドはそれ自体がネットワークであっても良い．各ノー  

ドを豆∈J：＝（1，…，Ⅳ）で表す．但し0は外部を表  

し，壱∈ふ：＝（0，…，Ⅳ）とする．   

まず各ノード壱∈ふの特性を与える．  

● ノード盲の状態空間を高々可算な要素を持つ集  

合giで表し，特に50：＝（0）とする．  

●ノード壱へ到着，内部推移，退去がある時，状  

態が〇i→ヱ；と変化する確率や率をそれぞれ   

軋。（諾i，〇；），恥几（諾i，〇；），軋d（恥虻）で表  
す．但し全ての項は非負であり，定義されない  

項は0であるとする．また壱∈Jo，〇i∈giに   

村し∑正；∈5‘恥（ヱ‘，〇；）＝1とする・ノード0   

についてはpo，α（0，0）：＝1，恥れ（0，0）：＝0，   

90，d（0，0）‥＝β0＞0とする・   

ネットワークは次のように定義される．   

●ノード五∈ふを出た客が次にノードJ∈ふに   

入るルーティング確率をγi，メ≧0で表す・但し   

盲∈ふに対し∑J絢γり＝1であり・このルー  

ティングに村してふは既約であるとする．  

・状態空間5を5：＝m∈J5iで表す・   

● このネットワークの状態を訂∈5で表すと連続時  

間型マルコフ連鎖として表現でき，その推移率   

Qは次式で与えられる．訂，訂′∈5に村し  

Q（訂，㌶′）＝∑吼，メ（訂，訂′）  
iJ∈Jo   

ここにQり（壱，ブ∈ふ）は以下のように与える・  

恥i（疋，疋′）‥＝1［疋＝訂；（諾川×   

（∑恥d（〇‘，yれ鞠（y‘，諾；）＋町（諾‘，諾；）），  
yi∈5i  

吼メ（疋，疋′）‥＝申＝疋；，ブ（和声川×  

軋d（諾‘，諾；）γi，刑，α（〇メ，諾；））（壱≠j）・   

De負nition2．1．【定常分布と局所平衡条件】   

分布訂が（2．1）式を満たすとき，訂を推移率Qに  

村する定常分布と呼ぶ．訂∈gに対し  

汀（訂）∑牒（把，訂′）＝∑■（訂′）q（㌘′，訂）・（2・1）  
訂J∈S 認J∈5  

また，数の集まり（7‘）i∈J。があって・∑直。7メ＝0  

を満たし，任意の壱∈ふに村して，  

訂（正）（烹黒  

軌メ（訂，お′）＋7i  

＝∑∑ン（訂′）Qメ，よ（疋′，訂）・（2・2）  
メ∈Jo訂′∈5  

を満たすならば，7i一局所平衡条件と呼ぶ．特に，7i＝0  

（壱∈ん）ならば，（2■2）を局所平衡条件と呼ぶ・この  

定義は，文献［2】による．  
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・βは（2・4）を満たす・  

逆に，次の条件を満たす，α，βが存在するならば，   

●壱∈ふに対し射の定常分布訂よが（2・4）を満す・  

・α‘＝∑メ∈J。βメ㌦‘  

訂（訂）＝几∈J汀‘（諾‘）は推移率Qの定常分布である・  

De且nition2．2．【横形式】   

Qの定常分布汀i（盲∈J）が次式を満たすとき，分  

布訂は横形式をもつという．茫：＝（諾1，…，訂Ⅳ）∈β  

に村し  

汀（正）＝n汀‘（ヱ‘）  

i∈J  

（2・3）  

Definition2．3．【準可逆性の拡張条件】  

〝‘（ヱ‘）：＝∑れ㈲舶（諾；，訂‘）  
正：∈5i  

右（〇‘）：＝∑汀‘（〇；）恥（〇；，諾‘）  
正；∈5i  

とする・非負の数のベクトルβ‥＝抽≧0）i∈J。が  

あって，壱∈J，J∈J＼（り，諾i∈5i，訂メ∈5ブに村し，  

次式が成り立つ．   

（〝i（〇i卜β爪（〇i））γり（入ブ（〇メ）一打メ（〇ブ））（2・4）   

＋（損（エゴ）－βブ汀ブ（ヱメ））γメ，i（入i（訂i）一打i（訂i））＝0・   

特に，机（∬i）－β爪（昔i）＝0のとき，準可逆性と呼ぶ・   

3．結果  

非負の数のベクトルα‥＝（α‘≧叱∈∫。と盲∈ん  

諾i，諾；∈5iに対し  

9（α‘）‘（訂‘，〇；）‥＝（1－γり）α胡，α（ヱ‘，〇；）＋軋d（諾i，諾；）   

＋町（訂‘，諾；）＋∑軋d（訂‘，机）γり恥（y‘，〇：）・  
yi∈5i  

とする．恥，軋d，帰もそれぞれαiに依存して良い・  

その場合鵡），鵡），鵡）と書くべきであるが簡単の  
ため記号（α‘）は省略する．また95α‘）についても同  

様に射で表す．  

Theorem3．2．   

定常分布が横形式をもち，7i一局所平衡条件を満た  

すことは，準可逆性が成り立つことと同値である．   

準可逆性は成立しないが，（2・4）式を満足するネッ  

トワーク（Ⅳ＝2）の例がつくれる・   

4．終わりに  

Theorem3．2より，（2・4）であり準可逆でないとい  

う条件は局所平衡条件でいえばどのような方程式であ  

るかという問題に気づく．一方，複数の種類の客がい  

るネットワーク型待ち行列の場合には解析がより複雑  

になり準可逆性が成り立たない場合でも7i一局所平衡  

条件が成り立つ例が存在する．従ってこのモデルでの  

積形式解の必要十分条件を求める問題をこれからの課  

題として研究していきたい．なお，本論の結果は，負  

の客をもつネットワーク（［4】参照）にも適用できる・   
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Theorem3．1．   

推移率Qの定常分布訂が積形式をもつならば，  

・β‘‥＝∑叫∈5‘汀‘（諾；）恥d（ヱ；，ヱ‘）  

・αi：＝∑メり。＼（りβメγメ，‘   
（トラフィック方程式に対応）  

と定義すれば，次のことが成り立つ．  

●盲∈ふに対し汀iは9iの定常分布である．  
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