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概 要   

制御不能流の理論【2．41における無閉路2端子ネットワークの容量を，フローの実行可能性に影響を与える  

ことなく減少させる（容量付きネットワークのスリム化）という問題を【11］において論じた．これに対して，‾  

般の（有向閉路を含む）2端子ネットワークの場合‥算法的困難が生じる‥という主張に疑義が出された・そこで  

今回は，まず・・一般のネットワークのスリム化●を正確に定義し直し，・・スリム化の意義◆●を調べ，・・一般の2端  

子ネットワークのスリム化の問題はNP一完全である‥ことを示す．  

れたネットワークを1r′＝（G、（J′）で表す．   

スリム化の物理的な意味はlフローの実行可能性を  

保存したまま余分な枝容量を削り取ること」である．   

一般の（2端子でない）ネットワーク1rに関して  

は，スリム化はアルゴリズム的に容易に実行できる．  

すなわち頼子）はネットワーク1丁から枝eを取り除  

きs＝∂－ぐ．f＝∂＋どとした2端子ネットワーク∧γ書、f  

における‖批子の最大値（最大流）として算出できる・  

（一般のネットワークの場合通常のフローとtl一鮎wの  

区別は無い【4ト）   

3 スリム化の正当性   

スリム化の定義の意義を示すために，1「′の全ての実  

行可能tト且owが∧「で実行可能で，逆もまた成立する  

こと，そしてそれ以上の枝番量の減少は，1丁で実行可  

能なtト鮎Ⅵ丁を1’′で実行不可能とすることを示す．  

証明：1’で実行可能なtl－鮎Ⅵ7（は∀c∈gにおいて  

0≦（（ビ）≦と（p）を満たすこと，したがって1ソでも  

実行可能であることは定義1より明らかである．逆  

に，（が1「′で実行可能であれば，∀ビ∈gに関して  

0≦（（c）≦ぐ′（c）≦ぐ（ぐ）が成立するので（は∧「でも  

実行可能である．   

さらに，∀c∈gに対して，（ノ（c）の定義（定義1，2）  

により，∈（ビ）＝ぐ′（ぐ）となるような1「における実行可  

能フロー（が存在する．したがって，どの容量をぐ′（（））  

より小さくすれば，そのフローは1丁において実行可能  

でなくなる．  ロ  

4 2端子ネットワークのスリム化の計算複雑さ   

2端子ネットワーク1「5．fが無閉路グラフの場合，ス  

リム化の実行には拡大ネットワークヰにおいて～・（c）  

1 諸定義   

G＝（l′ニエ∂＋、∂－）（l7＝ 点集合、g：枝集合，∂＋＝  

g→11∂「：g→1了（接続関係））を有向グラフ，1’＝  

（G、（・、（）（（・‥g→R＋（容量）、（：g→R（フロー））を  

（容量付き）ネットワーク，1「書．ナ＝（1「．β．f）（s∈l′’（入  

口い∈l′▼（出口））を2端子ネットワーク，＝批，fを  

1丁∫．′における5からナヘの（の総流量，ヰ＝（q．言，（）  

（∂＝（l＼g．∂十．∂－），l’＝l二盲＝gUi（J。≠町  

至＋し＝∂＋・∂■し ＝∂二・かど∩＝fl∂‾ぐ0＝書、司上1＝（・、  

れ1＝（■律0）＝1エ・＝（）0）＝柑し）を1「．。．丁の拡大  

ネットワークとする．初等的な有向閉路（2端子ネット  

ワークの場合は入口から出口ヘの初等的な有向道）に  

沿っての単位フローの，正係数の一次結合を制御不能  

流（t111川11t1・011al）1ぐ鮎Ⅵγ、単にu一員ow）と呼ぶ【4、うト   

2 スリム化の定義  

【定義1】ネットワーク1「の任意の枝ビ∈且に対し  

て，車）＝Xとしたときの実行可能（∀ビ∈g‥0≦  

（いノ）≦ぐ（p）を満たす）制御不能流亡の中での最大可能  

値紬ノ）を恒）と定義する．枝容量ぐ（（））を～・（ビ）で置  

き換える手続きを，枝容量車）の居所最適化という．   

枝容量車）の局所最適化は，】ネットワーク1「の  

〔・（ぐ）以外の全ての容量を最大限利用するように（・（c）を  

定めること」と物理的に解釈できる．  

［定義2】ネットワーク1γ＝（G．c．（）においてと（c）  

の値を全ての枝ビ∈gに関して・i別々に■■算出する．こ  

こで，（ノ：g→R＋を   

（ノ（ぐ）＝111ill（ぐ（c）．中））  

と定義し，全ての枝の容量（・（p）を〔ノ（ビ）でおきかえる  

ことを1’のスリム化（slilIllllillg）と呼び，スリム化さ  
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を算出するための必要な変更を施せばよい［11］．   

しかしながら，2端子ネットワーク1「5、ナが無閉路グ  

ラフでない場合，スリム化は算法的に困難，すなわち  

NP－完全である．実際，以下に示すように，もし～（ビ）  

を算出する（もしくは単にと（ビ）＝0か否かを決定する）  

問題が多項式時間で解けるなら，有名なNP－完全問題  

の一つであるtwo－pathproblemの有向グラフ版【1．  

9］が多項式時間で解ける，すなわち後者の問題は線形  

時間で前者に変換出来るからである．  

証明：有向グラフGにおいて，4偶の互いに異なる点  

β卜占2．fトf2を選び2偶の入口（き1．占2）と2個の出口  

（チトナ2）と指定する．Gにおけるt・WO－pat11Ⅰ）Ⅰ・Ol〕山一lと  

はβ1とfl，占2とf2を連結する共通点を持たない初  

等的な2本の有向道を見つける問題である．今，Gに  

flとs2を結ぶ枝∂を付加したグラフをG′とし，β1  

を入口β＝Sl，f2を出口f＝ナ2とする2端子ネット  

ワークNヾ．ナを考える（図1参照）．ここで，∧r書．ナの全  

ての枝に単位容量を与えておく．（Gから∧丁は明らか  

に線形時間で構成できる．）   

もしGにおいて，共通点のない2本の道（占1から  

flと52からf2への道）が存在するならば，ナーを占2  

に結ぶ枝∂を加えると，それは1「月．f における古か  

らナへの初等的な道となる．その初等的な道に沿って  

の単位流は2端子tl－且owであるから，1丁．。、fにおいて  

亡・（∂）≧1（＞0）である．   

逆に，もし～・（さ）＞0であれば，∂を通過する2端  

子u一鮎Ⅵrが存在するから，βからfへの∂を通過する  

初等的な通が少なくとも1本存在しなければならない．  

その道のβ＝£－からfl＝∂十∂そしてき2＝∂‾∂から  

f＝f2の部分は共通点を持たない2本の道となる．   

このようにして，共通点を持たない（5－からfl，占2  

からf2への）2本の道がGに存在することと，1丁月．ナ  

において～（∂）が正であることが等価であることが示さ  

れた．  □  

5 まとめ   

今回は，容量付きネットワークのスリム化を再定義  

し，それによって生じるいくつかの問題点について検  

討した．今後は，実際の応用の問題について更に検討  

を重ねたい．  
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