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1 はじめに   

本稿で扱う経路依存型オプションとは，オプションの  
満期時において，その発行時からの原資産の価格過程の  

経路に依存した行使価格で原資産を買う（コール），ある  

いは売る（プット）オプションのことである・本稿では  

そうしたオプションのある広いクラスに属するものに対  
し，離散時間モデルを用いて，それらの価格の上・下界  

の評価をするための統一的なアプローチを試みる．  

例3．1（経路依存型コール・オプション）   

ルックバック・オプション：  

〟LBC（んT，r）‥＝rl・1i－－（勘‥f＝0，1，・・て－ト（3・1）   

平均オプション：  

算術平均オプション：  

2 モデルと仮定   

本稿ではオプションの発行時から満期時までをr期間  
（r∈ル1＋‥＝（1，2，‥・））に分割した離散時間モデルを  

考える．原資産の価格過程としては，第t期のときの価格  

をβt（＞0）としたとき，それまで過去の経路（あるいは履  

〟AA（んT升＝話了5t，（3・2）  

幾何平均オプション：   

〃％r）‥＝掛〉毒 
（3・3）  

［］   

C（んt，り‥満期時をr∈ノVl＋とし，第卜別において，原  

資産の価格過程の経路をんtとしたときのコール・  
オプションの価格   

と定義する．ナ＝r，すなわちオプションの満期時におい  

ては次式か成り立つ：  

C（んT，r）＝［ぶT－〟（んr，7－）］十   （3・4）   

ただし，実数αに対し，［α］＋＝汀1aXiO，α）と定義する・   

仮定3．1   

Clムー（ん7－，r）＝〟（（毎－1，吋），r）は5γの凹関数・   

C2すべての正整数（の満期）r∈∧1＋に対し，ある関  
数A：花＋×花＋＋×∧左＋→花＋を含む次の再帰  

的な関係式を満足する：  

歴）んf：＝（恥51，…，5t）に依存した確率pメ（んt，ま  山
り
確
‥
り
と
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〓
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で第ナ＋1期には5叶1＝βf・uJ（ノ＝1，2，  

‥ト 

J   

表すこともできる．また第t期までの可能な経路んtの  
すべてからなる集合を拓（⊂雫′H）で表す・一般性を  

失うことなく，ul＜lノ．2＜…＜′l上”′と仮定する．   

本稿で扱う経路依存型オプションとは，オプションの  
満期時rにおいて，その発行時からの原資産の価格過程  
の経路んTに依存した行使価格〟（んT，r）で原資産を買  

う（コール），あるいは売る（プット）権利のことである・  

ここで関数〟は，すべての正整数7「∈∧1＋に対して  
定義されるものとする，すなわち〟：リア。叫＋（（ん7、，r）：  

毎∈〟rト→兄＋・   
本稿では，紙面の都合上ヨーロッパ型のコール・オ  

プションの価格の評価のみを行う．   

仮定2．1  

Al市場に裁定機会は存在しない．  

A2 オプションの発行時から満期時までの間に原資産  
の配当はなく，その売買の取引きに手数料あるい税  
金はかからない．  

A3 無危険資産が存在し，その利子率は既知で，オプ  
ションの発行時から満期時まで一定である（便宜上   

尺‥＝［無危険資産の利子率］＋1と定義する）・ロ   

仮定Alより，原資産の収益率と無危険資産の利子率  
の間には叫＜月＜′U．れなる関係式が成立する・   

3 経路依存型コール・オプション   

行使価格を規定する関数〟の形により，様々な経路  
依存型コール・オプションを定義することかできる．  

，′Uアサ（3・5）  〃（んT＿1，r－1）  〟（んT，71）  

ST＿1   ST  

C3仮定C2の関数A（わー＿1，′UT，r）はたT＿1に関して  
単調非減少かつ凹である．  □  

例3．1で挙げたコール・オプションはいずれも仮定  
Cl，C2，C3を満たしている．  

－－5い－   
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3．2 残り多期間問題   

残り1期間問題と同様の考え方により，ある e＝  
（el，e2，・・，eれ）∈βに対して，  

れ  

C（んいり＝∑仁一（（んt，叫）ノ＋1）eJ （3・15）  

、ナ＝1  

3．1 残リ1期間問題   

満期時rまで残り1期間の場合を考え，それまでの原  
資産の価格過程の経路を毎＿1＝（恥β1，・‥，占T＿1）と  
する．この条件のもとで，原資産の価格が満期時rに  
叶＝町－1祝メ，ブ＝1，2，・・・，mになることを“状態ブが  

起こる”と言い，状態ノが起こったとき，そしてそのと  

きに限り，1単位の配当を受けるArrow－Debreu証券の  

現在の価格（状態価格）をeJとする・仮定Al，A3より，  
無危険資産に関して，次の関係式が成り立つ：  

Tl．       ∑eメ＝月‾1  （3・6）  

J＝1  

また原資産の価格に関しては，やはり仮定Alより，  

祝J。J＝1  （3．7）  

J＝1  

が成立する．同様にコール・オプションの価格に関して  
も次式が成立する：   

れ．  

C（んr－1J㌧1）＝∑c（（んT－1，叶－1′uJ），r）eJ（3・8）  
．メ＝1  

鮎‥＝月eJ，ノ＝ 1，2，・，γlはリスク中立確率とも解釈さ  

れる・eJ，ブ＝1，2，・‥，門のすべての値が求まれば，上  
式（3．8）よりC（んT＿1∫㌧1）の値は定まるが，情報と  

しては，無危険資産の利子率月（－1）および原資産の価  
格過程の経路んT＿1のみが与えられているものとする．  
したがってコール・オプションの価格の上・下界は，eJ，  

J＝1，2，‥・，T－を決定変数とし，式（3・6），（3・7）を同一の  

制約条件共通の目的関数式（3・8）を最大化・最小化す  

る，以下のような2つの線形計画問題の最大値・最小値  
として得ることができる．  

が成立する．ただし，且は制約条件式（3．10），  

（3・12）を満たすe＝（el，e2，…，em）全体の集合  

付
け
と
 
 される．しかしながら，C’（（んt，5fノuJ），ま＋1・）は求めら  

れておらず，かわりに上界戸（（んf，ざt′UJい＋1）と下界  
∈（（椋湖彗），t＋1）のみが与えられているから，   

否（ん7「，r）：＝ C（んT，r），  （3・16）  

れ．  

諾否∑百（（ん榊J）ノ＋1）瀞17）  
J＝1  

C（んT，T），  （3・18）  

n  

裏芸∑∈（（ん冊J）十＝h笹19）  
J＝1  

C（んt，り   

∈（んT，r）   

G（んt，り  

と定義すれば，これらはC’（んt，t）の上・下界を与える・  

定理3．2 コール・オプションの満期時をr∈ノ町＋と  
する．第t期において現資産の価格過程の経路をんtと  
するとき，式（3・16），（3・17）および式（3・18），（3・19）で定  

義されるコール・オプションの価格の上・下界否（んt，り，  
∈（ん1，t）はそれぞれ   

百（んいt）＝ 尺－1（α百（（んま，St′ulい＋1）  

＋（ト0′）戸（（毎欄恥．い＋1）），（3・20）   

C（／とt，り ＝ 尺‾1（′β∈（（んt，β川ん），t＋1）  
＋（1－β）∈（（んいざ州叶1）ノ十1揮・21）  

を満たす．さらにた一に関して単調非増加で凸なある関  
数否（たいり，⊆（たt，りを用いて，  

maXlmlZe  

Or  

lTllnlmlZe  

n  

∑c（（んT－1，町－1祝ブ），顆朗  
J＝1   

れ  

∑朋jeJ＝1，  （3・10）  

J＝1  

n ∑eブ＝月‾1 ，  （3・11）  

J＝1  

eメ≧0，ノ＝1，2，…，ヰ3・12）  

否（警斗），（3・22）  

∈（竺豊熟） 
（3・23）  

［］   

C（んt，t）  LP：  

51  

∈（んt，り  

Subjectto  5ま  

と書き表すことができる  

この定理によれば，原資産の価格過程として，第卜期   

のときの価格をβt（＞0）としたとき，それまでの過去   

の経路んt－1に依存せず，それぞれ確率0′，1－n′（β，  

1－′β）で次期，第t＋1期には価格勘＋1＝榊1仁勘′u・，－  

（勘＋1＝勘叫＝勘町村1）となる2項過程を考えて，その価   

格過程のもとでのコール・オプションの価格をを評価す   

れば，元の価格過程での価格の上界（下界）を与える・し  

たがって，いま百（毎匪）但（村村）により，それぞれ   

上記の2項過程のもとで，第f期における過去の価格過   
程の経路がんtであったという条件のもとで，満期時r   
までの経路毎がとなる確率を表すことにすれば，次の  

3）定理が成り立つ・  

定理3．1コール・オプションの満期時をr∈∧1＋と  
する．第r－1期において，現資産の価格過程の経路を  
毎＿1とするとき，コール・オプションの価格C（んT－1，r－  

1）に対する線形計画問題LP（LPC2）の最大値・最小  

値によって定まる上・下界をそれぞれ百（んT＿1，r－1），  
∈（んT＿1，r－1）と表すと，  

百（毎－1，T－1）＝ 月‾1（αC（（んT－1，吋イul），r）（3・1  

＋（1－α）C’（（んト1｝571－1un），r）），定理3．3  

∈（／け－1，了「－1）＝ 月‾1（βC（（んT－1，叶一曲），r）（3・14）戸（んt，り  
＋（1－β）C’（（んT－1，ざT－1叫叶1），r））  

が成立する，ただしα：＝（領・れ一尺）什u・れ－－一U・1）とし， ∈（恒，り  
wん≦月＜′u叫1であるん∈（1，2，…7m－1）を用いて  
β：＝（明け1一月）／（叫叶1－′uん）とする・  ロ  

ー51－  

尺‾（了’‾り∑百（叫んt）C（んr，耶，24）  

んT∈一打丁  

尺■（ト1）∑夏（叫帰（二’（んγ，耶－25）  
んT∈〃T  

□   
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