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中井 連丁融uNakai 九州大学経済学部  

I序   

一度に複数の値が観測できる確率的逐次割当問題を考える。逐次に出現する仕事を決められた期間にわ  

たり観測する。それらの仕事の大きさは、独立かつ同一の分布に従う確率変数として表される。このとき、  

れ人の人間を乃個の仕事に割り当て総期待利得を最大にする。   

状態空間が（0，1，2，…）で推移確率行列がp＝（鞘）り＝町，2，‥・の部分観測可能なマルコフ連鎖を考える。   

このマルコフ連鎖の状態に依存する確率変数を観測し情報を得る。状態がよのときに観測できる期待値が有  

限な非負確率変数を弟とおけば、この確率変数はPr（ズi≦∬l名＝り＝彗（ご）（∬∈R，盲，f∈（0，1，2，…））で  

定まり、密度関数ム（£）を持つとする。ここでⅥは時刻fでのマルコフ連鎖の状態を表す確率変数とする。一  

般の場合にも以下と同様の議論ができる。状態についての情報は、状態空間上の確率分布ア＝（po，pl，p2，・‥）  

（釣≧0，∑≡。pi＝1）で表され尤度比順序を仮定する。  

仮定1（∬i）た0，1，2，…に対し、£≦J（古，ノ＝0，1，2，‥・，氾）かつ∬≦yのときカ（∬）ム（y）≦カ（y）ム（∬）とする。  

仮定2ざのアとQに対し、ア＞JQとは全てのiとJ（盲≦j，よ，ブ＝1，2，…）に対し巧ヴi≧pi労が成立し、  

少なくとも一つのiとプの組み合わせに対し研i＞釣恥が成り立つ場合をとする。  

部分観測可能なマルコフ連鎖の状態盲に依存した几個の確率変数（ズた）た1，…，nから値（ごた）た＝1，…，n（訂た∈  

R＝（0，∞），た＝1，‥・，乃）を観測したとき、学習を行いその結果をr（ア，Ⅹ）と表す。ここで、Ⅹ＝（∬1，…，∬n）  

とする。カ（Ⅹ）はマルコフ連鎖の状態がブ（ブ＝0，1，2，…）のとき乃個の確率変数Ⅹの同時分布関数とすれ  

ば、ベイズの定理を用いて事後情報r（ア，Ⅹ）は次のようになる。  

＝∑ニ0頚恥  
〈芸…；   

（1）  

＝（筑（ア，X），れ（ア，Ⅹ），乃（ア，Ⅹ），・‥）   

定義12つのた個の観測値の組Ⅹ，y∈Rnに対しご（り≦y（り（盲＝1，2，…，た）のとき、またそのときに限り  

Ⅹくyと表す。∬（りとy（i）はた個の標本の小さい方から盲番目の順序統計量とする。  

補題1Ⅹ■くyを満たす任意のⅩとyに対しム（y）ム（Ⅹ）≧ム（y）方（Ⅹ）j＜f（よ，ブ＝1，2，‥うとなる。   

補選2Ⅹくyを満たす任意のⅩとyに対しr（ア，Ⅹ）≦Jr（ア，y）が全てのア∈βに対し成り立つ。   

定理1Ⅹくyを満たす任意のⅩとyに対しr（ア，Ⅹ）≦げ（ア，y）となる。（ア∈β）   

補轟3任意のア，Qに対し、ア≧JQならア（ア，Ⅹ）≧げ（Q，Ⅹ）である。（Ⅹ∈Rn）  

定理2任意のア，Qに対し、ア≧＝2なら雫軒覇≧′可す育である。（Ⅹ∈紆）  

2 選択を伴った部分観測可能な確率的逐次割当問題   

非負数列（dん，ア，m）‘≧1，（dん，ア，m（可‡‘≧1と（eん，ア，m‡‘≧1を帰納的に定義する。（1≦J，0≦乃≦m）  

m  

dL，ア，m ＝ ∑礼函（m）抑，m（氾）  
n＝0  

（2）   
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∞  

ここでeん－1，ア，m＝軋1，市布，m （〃≧2），戸＝（戸1，戸2，‥・），戸d＝∑帥1，掲，ア，m＝鳴，ア，m（乃）＝∞  
t  

およびdも，ア，0＝0とする0   

逐次に出現する仕事をⅣ期間に観測し、それらの仕事は一様に出現する 。。一方、れ人の人間を雇って  

いて、それぞれの能力をpl，p2…，pnとする。（1≧pl≧p2≧…≧pn≧・0）このとき、几個の仕事に和人  
の人間を割り当て総期待利得を最大にする。いったん割り当てられた人間は再び割り当てられることはな  

い。このとき、（〃，ア；pl，…，pn）を問題の状態と呼び、鞠，ア（pl，・‥，pn）で表す0ご（1），・‥，∬（鳥）をた個の  

確率変数ズ1，・・‥，ズたの観測値∬●1，…，∬上の順序統計量とする。（∬（1）≧‥・≧£（小ズ（1）≧‥・≧ズ（鳥））   

この間題は観測する氾個の観測値に托個の（pl，…，pn）を割り当てたとき、それらの利得の総和を最大  
にする最適政策と、そのもとで最適に振る舞ったときの糸期待利得を求める。ここで、大きさごの仕事に、  

能力がpである人間が当たれば利得はp∬とする。   
このとき、最適に振る舞ったとき．に得られる総期待利得を叫ア；pl，‥・，p≠とすると、  

†l ∑叫ア；plハ，n（た）抑（たト  
た＝O  

E【叫ア；pl，‥・恥（た；ズ（1），…，ズ（り）］  

γ〃，ア；pl，…，恥  

珊，ア；pl，…，恥（た）   

叫ア；れ…諏（ふ；£（1），…，項））  

た  

琵琶†∑毎）ご（ノ）再帰雨；か・，ダニ＿た 
｛れ‥，声▲1，…諏｝ 

）（8）  

となる0ただし、（武十‥，アニーた）は、乃個の（pl・…，裾）の中から、この期で割り当てられたた個の（れ…，如）  

を除いた残りのれ－た個である。（p；≧・‥≧pニ＿か戸1≧・‥≧如）   

定理3確率的逐次割当問題の状態が（〃；pl，‥・，pn）のとき、∬（1），…，∬（た）をた個の確率変数の観測値とす  

る。いま（∬（り）た1，…，鳥および（妬＿1，ア，n＿た）た1，…，n－たの乃個の値を合わせて大きさの順に並べ替えたもの  
を（みj）メ＝1，2，…，nとする。このとき、bj＝隼）（ブ＝1，‥・，恒＝1，‥・，た）ならば、隼）をブ番目のpブに割り当  

てることが最適である。また、∂メ＝礼＿1，ア，n●た（ブ＝1，…，乃，盲＝1モ…，れ－た）であれば、このJに対応す  

るpブには、この期では割り当てないことが最適である。  

定理4叫ア；pl・・・・・p几および町ア；pl－‥ 

n  

叫ア鉦‥，恥 ＝・∑pidん，ア，n  
i＝1  

れ  

叫ア；占l，‥・恥（り＝∑p‘dん，ア，n（ヤ）  
i＝1   
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