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で，関数巧・）を横軸方向に加え合わせた関数を叶）とす  
ると，明らか忙豆：＝乏（c）はC†（KSP）の最適目的関数値，  
すなわちⅩSPの上界値を与える．亘吼Kuno等【3】のア  

ルゴリズムにより線形時間で計算することができる．この  

とき，亘た（・）は直線ヱ＝丘と第叫区間で交わるとする・  

3 ⅩSPの近似解法と問題の縮小  

＄．孔近似解法  

緩和問題C（KSP）を解け七職を得た．そこで，茎た＝  
（芸如∈㌦）を，ブ＜uたのときに1，それ以外は0のベ  

0 クトルと定義し，芸：＝（芸1，…，註）とすると，エほ明らか  
忙ⅩSPの1つの実行可能解である．これをKSPの自明  

解と呼ぶ．   

グリーディ解は，自明解から出発し，“累積利得が最小  

の商品群から，残っている商品でナップサックに収容でき，  

かつ最も効率のよいものを次に採用する”という方針で，  

逐次商品をナップサック忙入れていく方法である．これ  

により得られる解を（も星）と表記する・このとき，（亘一  

旦）／星×100はグリーディ解の相対誤差の上限を与える・  

8。2問題の縮小   

上で得た上下界値を利用すると，問題中の一部の変数  

を0または1忙固定でき，問題の規模が縮小される．この  

釘付けテスト【4】をKSPに導入するために，ゐ＝1，…，β，  

ブ＝1，…，れよ忙対して，  

坤，か＝乏－（か▲－可）／∑；＝1γ‘（1）  

を定兼する・ここに，↑農：＝砿／軋である・すると次の  

定理が成立する．  

定理1ⅩSPの最適解がにおいては  

（i）ゴ＜職，言（鳥，刀＜星ならば〇；丘＝1，  

（可ブ＞叫，Z（鳥，ゴ）＜星ならば〇；た＝0，  

である（た＝1，…，∫）・  

3．さ数値実験   

近似解法と’間餅小アルゴリズムをC言語を用いて  

DEC3100上に実現し，数値実験を行った．実験は，商品  

データの統計的性質，ナップサック容量，商品数比率の様々  

な範合せ忙ついて，商品数れが50から250000までの範  

囲で計算時間と近似精度，間隠縮小率を計測した．これに  

より，以下の知見を得た．   

⑳データの整列以外の計算時間は，問題のサイズとと  

も忙ほぼ線形に増加し，相対誤差は減少する．  

1 はじめに   

Ⅳ偶の商品の集合Ⅳ：＝（1，2，…，n）があり，商品ブ  

には重量叫と利得汚が与えられているとする・さらに，  

商品はき価の群忙分かれていて，あ番目の商品群をⅣ虎⊂  
Ⅳと事くと，∪呈＝1Ⅳよ＝Ⅳ，Ⅳた∩Ⅳ九＝¢（た≠ん），岬たl＝  

れよであるとする．ナップサック共有問題（KnapsacIShaト  

ingPfOblem：KSP）と吼ナップサックに収容可能な商  

品の集合で，各商品群どとの絵利得の最小値を最大化する  

間簸であり，次のように定式化される【1】．  

Ma恵mi五e minl≦た≦β∑メ∈〟▲巧〇メ  

Subjectto ∑メ∈〃叫正メ≦c，  

£J∈（0，1），j∈Ⅳ  

KSP：  

この間題は〟ア困難であることが証明できる．   

本研究では，ⅩSPに対する近似解法と厳密解法を提案  

し，数値実験償よりそれらの性能と特性を評価する・  

2 ⅨSPの連続緩和と上界値   

ⅩSPの連続緩和は，  

Ma滋mi名e minl≦た≦β∑ブ∈Ⅳふ研メ  

Subjectto ∑メ∈Ⅳり〇メ≦c，  

0≦〇メ≦1，ブ∈Ⅳ  

C（KSP）：  

と書ける．これを以下のように分割して解くことを考え  

る．まず，容量cを各商品群どとの容量cl，…，亡β忙分割  

し，C虎をパラメータとする相互に独立なg偶の補助問題  

Ma元mi男e ∑メ∈〝・拘り  

叫jectto・∑即＝り詔メ≦c上，  
0≦丑メ≦1，ブ∈Ⅳた  

Aux虎（c上）‥  

を考える．Auxた（cた）は連続型ナップサック問題で容易に  

解くことができ，この最適目的関数値を㌔（cた）と記すと，  
間窺C（KSP）は次のように書き換えられる・  

MaximiBe minl≦h≦Dih（ck）  

subjectto ∑呈＝1㌔≦c，  

㌔≧0，ゐ＝1，…，β   

C†（ⅩSP）‥  

ここで，商品は商品群ビと阻効率順に番号づけられて  

いて，pモル至≧p…ルき≧…≧軋／び王hであるとす  

る．亘た（・）は単調非減少で区分的に線形な凹関数【2】なの  
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・データの整列以外の計算時間は，例窺のタイプやナッ  

プサック容量，商品数比率の影響をあまり受けない．   

●商品の重量と利得間の相関が強まるにつれて問題の  

縮小効果は減少するが，計算時間や相対誤差はあま  

り変化しない．  

4 ⅩSPの厳密解法  

4．1動的計画法   

動的計画法によりKSPを解く擬多項式時間のアルゴリ  

ズムを作成できるが，メモリーの制約から実際には小規模  

な間窺しか解くことができない．  

4．2分枝限定法   

KSpを分枝限定法で解くため忙，部分問題¢＝（¢0，  

ql，Qズ）を次のように定義する．qo⊆Ⅳ（ql⊆Ⅳ）は  

0（1）忙固定された変数の集合で，qズ誓その他の変数の  

集合とする・与のとき，商品群たのうち1に固定された商  

品の総重量と総利得をそれぞれI巧，巧とすると，Cq＝  

い－（∑；＝1明）はナップサックの残重量を表す・部分  

間窺qはもとの問題を次のように修正したKSPとして  

定義される．  

1・ナップサック容量をcqとする・   

2．qo，qlに属する商品をすべて除く．  

3・巧≠0の場合，商品群鳥に新たに重量0，利得巧   

の商品を付加する（た＝1，…，β）・   

部分間彊qでqズ≠¢のとき，qズに含まれる任意の  

商品ブにより，〇メを0または1に固定したqの2つの子  

問題Q【〇メ＝0】，¢【〇J＝ 1】が生成でき，このよ．うな分枝  

操作を再帰的に行うことによりⅩSPの実行可能領域をも  

れなく，かつ重複なく分割していくことができる．部分問  

題Qの上界値は第2節の方法で高速に計算できる．以上  

よりKSPを解く分枝限定アルゴリズムを構成できる．  

4．8 2分探索法   

KSPの最適値をz－とすると，任意の正数z忙対し，ヱ■  

≧zか否かの判定吼次を満たす（り）が存在するか否か  

の判定と同値である．  

この間騒の最適値をc＊た（z）と記すと，Zの達鱒可能性は  
∑；＝1C＊た（z）≦cと同値である．ⅠⅩPた（ヱ）は，舞‥＝1－  

エゴとおけ吼通常のナップサック間騒に変換されるので，  

その上下界値eた（z），⊆た（ヱ）は容易忙導け，厳密値c＊よ（ヱ）も  
比較的容易に計算できる．そこで，ヱ＊の上下界値ヱ，：＝亘，  

句：＝星から出発し，ろれ＝L（句＋み）／2」と、してろ肌の達成  

可能性を判定して，ヱmが達成可能ならzl：＝Zm，そうで  

なければち：＝ヱmとする．これをヱ，一句＝・1となるま  

で反復すると最後に得られた句がz＋で，これがⅩSPの  

解を与える．  

4．4数億実験   

分枝限定法と2分探索法のアルゴリズムを8．3と同様  

にDEC3000／400上に実装し，同様の例題忙ついて数値  

実験を行づた．その結果の一部を表1に示す．実験全体  

から得られた知見をまとめると以下のとおりである．   

●計算時間の面から，2分探索法が有利と判定される．  

・特忙，商品群の数が多い場合，前項の傾向が強い．   

●いずれの方法でも，商品の重量と利得間の相関が強  

まるにつれ，急激忙計算が困難となる．  

表1：厳密解法の計算時間（秒）  

れ 分枝限定法 2分探索法  
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2．15  0．03  

4．58  0．06  

7．42  0．13  

800  15．29  0．20  

1000  35．20  0．20  

1500  122．95  0．57  

2000  122．67  0．79  

注．商品の重量と利得は無相関で，ナップサック  
容量は亡＝250れ，叫＝れ2＝れ／2，分枝戦略は  

商品番号闇である（10回の平均）．   

5 まとめ   

ナップサック共有間窺を新たに定式化し，その近似解  

法と厳密解法を拷築するとともに，数値実験忙よりそれら  

の性能と特性を評価した．   
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∑メ。Ⅳ－即J≧z，た＝1，…，∫  
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り∈（0，1）  

（2）  

このような（〇ブ）が存在するとき，ヱは達成可能といい，そ  

うでないとき達成不可能という．ヱの達成可能性を判定す  

るために，次の逆ナップサック問題を考える．  

Minimi男e ∑メ∈〃・り〇メ  

S止jectto ∑J帥▲乃エゴ≧ヱ，  

〇メ∈（0，1）  
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