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めの必要十分条件は，次の（α）かつ（β）を満たす  

ことである．  

（α）G”G♭は完全マッチングをそれぞれもつ  

（β）乃≧8のとき，全てのた（2≦た≦（乃／2）一2）に  

対して，（γ（∬1）＋r（∬2）＋…＋亘鞘））＋（み（諾m）＋  
み（諾れ一1）＋…＋ゐ（∬れ一組1））＞た2を満たす・ただ  

し，r（諾1）≦…≦r（諾れ）である．  

本箱では，この定理に対するB血kfalviら【1］  

のそれとは異なるシンプルな証明を与えている．  

ここでは紙面の都合上省略する．  

4 交互ハミルトンパスの存在性   

定理4．1昭が交互ハミルトンパスをもつための  

必要十分条件は，次の（α）（β）（7）のいずれかを満  

たすことである．  

（α）和が偶数のとき，Gr，Gぁは完全マッチングを  

それぞれもつ  

（β）乃が偶数のとき，Gr，G♭のどちらか一方は完  

全マッチングをもち，もう一方は最大マッチング  

の桟敷が（花／2）－1を満たす  

（7）花が奇数のとき，Gr，G♭のどちらも最大マッ  

チングの枚数が（陀－1）／2を満たす  

本稿では，この定理に対するBenkouarら【2］  

の証明とは異なる証明を与えているが，ここでは  

紙面の都合上省略する．  

5 与えられた1点を始点とする交互ハミルトン   

パスの存在性  

本箱では，辺彩色完全グラフにおいて，与えら  

れた1点βを始点とする交互ハミルトンパスが存  

在するための必要十分条件を導出している．   

定理5・1乃が偶数である現が与えられていると  

する．∬孟が，任意のJ点βを始点とする交互ハ  

1 はじめに  

あらかじめ枝に色が付けられた完全グラフを  

辺彩色完全グラフ（edge－COloredcompletegraph）  

と呼ぶ．辺彩色完全グラフにおいて，任意の2点間  

のパスで，隣接する任意の2つの彼の色が異なる  

ならば，そのパスを交互パス（alternatingpath）と  

いう．交互パスがグラフのすべての点をちょうど  

1度ずつ通るときそのパスを，交互ハミルトンパス  
（alternatinglIamiltonianpath）という．同様に，  

任意の隣接する2枝が異なる色であるサイクルを  

交互サイクル（alternatingcycle）といい，特にそ  

のサイクルがグラフのすべての点をちょうど1皮  

ずつ通るとき交互ハミルトンサイクル（alternating  

lIami1tonia．ncycle）という．   

本箱では，各枝に付加された色が2色からな  

る2一辺彩色完全グラフに対して，（1）交互ハミル  

トンサイクル，（2）交互ハミルトンパス，及び（3）  

特定の点を始点とする交互ハミルトンパスがそれ  

ぞれ存在するための必要十分条件を示す．   

2 定義  

辺彩色完全グラフを∬孟＝（隼且，C）と表す．  

ただし，Ⅴは点集合，βは枝集合，Cは色集合であ  

り，IVl＝乃，C＝（γed，抽e）とする．   

辺彩色完全グラフ∬完が与えられたとき，点集  

合をV；枝集合をそれぞれred枝のみ，blue枝の  

みとする部分グラフをGγ，G♭と表す．   

点∬（∈V）に接続す卑red枝（blue枝）の本数を  

r（£）（み（‡））と表す・また，点の部分集合ズ（⊂り  
に含まれる点に接続するred枝の合計をr（X），blue  

枝の合計をゐ（ズ）と表す・すなわち，γ（ズ），b（ズ）は  

r（ズ）＝∑訂∈ズr（∬），ゐ（ズ）＝∑。∈ズん（諾）である・   

3 交互ハミルトンサイクルの存在性   

定理3．1昭が交互ハミルトンサイクルをもった  
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ミルトンバスをもつための必要十分条件は，次の  

（α）（β）（7）のいずれかを満たすことである．  

（α）G”G♭は完全マッチングをそれぞれもつ  

（β）Grは完全マッチング，Gむは枝数（花／2ト1の  

最大マッチングをもち，かつ，乃・≧6のとき全ての  

た（1≦た≦（乃／2）－2）において，（γ（諾1）＋γい2）＋  

…小（£た））＋（み（‡n）＋b（∬れ－1）＋…＋み（∬n＿かH））＞  

た2を満たす・ただし，∬1＝β，γ（∬2）≦…≦  

γ（£沌）である  

（7）（β）の柁dと抽eを交換した条件  

（β）の条件の後車部分は，次の（β′）に置き換える  

ことができる．  

（β′）ズ，y⊂りズny＝¢，β∈ズ，tズl＝lyl＝た  

を満たす任意の点集合ズ，yに対して，乃≧6のと  
き全てのたい≦た≦（乃／2卜2）において，γ（ズ）＋  

ゐ（y）＞た2を満たす．   

定理5・2陀が奇数である∬孟が与えられていると  

する・．現が，任意のJ点βを始点とする交互ハミ  

ルトンパスをもつための必要十分条件は，Gr，G♭  
がどちらも枚数（乃－1）／2の最大マッチングを持  

ち，かつ，次の（α）（β）（7）（∂）のいずれかを満たす  

ことである．  

（α）βに接続する枝は全て同じ色  

（β）Gr，G♭どちら 

グがある  

（7）Grの任意の最大マッチングにβが含まれ，G♭  

にβを含まない最大マッチングがあり，かつ，循≧  

7のとき牟てのた（1≦た≦（乃∵－5）／2）において，  

（γ拝1）＋γ（∬2）＋‥・・＋γ（ごた）＋γ（利江1））＋（ゐ（諾れ）＋  

ゐ（∬れ∴）＋…＋ゐ（∬れ●妬1））＞た（た＋1）を満たす．  

ただし，∬1＝β，r（諾2）≦‥・≦γ（ごれ）である．  

（∂）（7）の陀dと抽eを交換した条件  

ここでは偶数の場合についてのみ証明する．  

Proof：証明は，以下の場合に分けておこなう．  

（1）Gr，G♭どちらも完全マッチングをもつとき．  

（2）一方が（Cγとする）完全マッチングをもち，他  

方（Gむ）は桟敷（花／2）－1の最大マッチングをもつ  

とき．  

（3）（1）（2）以外   

（1）の場合は，4節より明らやに，βを始点とす  

る交互ハミルトンパスが存在する．  

（2）のもとで，βを始点とする交互ハミルトンパス  

が存在すると仮定すると，Gむにはβを含まない最  

大マッチングが存在しなければならない．よって，  

G♭のどのような最大マッチングも必ずβを含むな  

らば，βを始点とする交互ハミルトンパスは存在  

しない．  

次に，（2）のもとで，Gぁにβを含まない最大マッチ  

ングがある■と仮定する．  

このとき，Grの完全マウチングとβを含まないG♭  

の最大マッチングを合わせると一つの交互パスと  

いくつかの交互サイクルができる．この交互パス  

と交互サイクルを可能な限り一つの交互パスに結  

合していっても，一つ以上の交互サイクルは結合  

できない．交互パスの点を一つおきに点集合ズ，y  

に分けると，ズの点と任意の交互サイクルとの間  

の枝やズズ間の枝はすべてblueとなり，yの点と  

任意の交互サイクルとの間の枝やyy間の枝はす  

べてredとなる．このような点集合ズ，yにおいて  

は，r（ズ）＋み（y）＝た2となり（β′）を満たさない．  

よって，任意の机こおいて（β′）を満たすならばβ  

を始点とする交互ハミルトンパスが存在する．  

次に，（2）のもとで，G♭にβを含まない最大マッチ  

ングがあると仮定する． 

Gらは完全マッチングをもたないので，交互ハミル  

トンパスが存在するならばred枝から始まらなく  

てはならない．γ（ズ）＋み（y）＝た2となる点集合  

ズ，yが存在すると仮定すると，βを始点として交  

互パスとなるように点をたどると，βに接続して  

いるred枝の端点はyの 

しているblue枝の端点はズの点のみである．よっ  

て，交互パスになるように点をたどると，ズ，y以  

外の点には到達できない・故に，あるたが（β′）を  

満たさないならばβを始点とする交互ハミルトン  

パスが存在しない．   

（3）の埠合は，定理4．1より交互ハミルトンサ  

イクルは存在しない．  □  
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