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全節点・領域間がk一枝連結となる様に  

領域を決定する問題  
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【定義】領域最小拡大k－NA枝連結化問題（但し、k  

は定数）   

入力：領域グラフ（G＝（V，E），X＝†Vili＝1，2，…，聞））   

出力：k－NA枝連結である領域グラフ  

（G＝（V，E），X’＝lV；li＝1，2，・・・，L対l），V・⊆Vi’・ 1   

目的関数：∑i＝l－XEIVil－Vil→minimize   

3．解法 グラフの節点集合はk＿枝連結性に関する  

同値類に分割できることが知られている。すなわ  

ち、Vの分割C（k）．，C（k）2，・・・，C（k）K（k）（Ui＝lK（k）C（k）i＝V，  

C（k）inC（k）j＝≠f（汀i＝たj）のうちで、「X，y∈∃C（k）i⇔  

九（x，y）≧k」を満たす様なものが存在する。C（k）iに空  

集合を認めないとすると、kに関しこの分割は一意に  

定まり、その時の各C（k）iをk一積連結成分と呼ぶ。Gの  

k一枝連結成分を用いた領域グラフ（G，X）のk－NA枝連結  

性の必要十分条件が存在する川。   

【定理1】【3】梯城グラフ（G＝（V，E），X）がk－NA枝連結  

である必要十分条件は、「全ての】1∈11，2，…，k）に対  

し、全てのh一枝連結成分C（h）iが  

（1）全ての領域内の節点を少なくとも一つずつ含  

む。  

（2）rE（C（h）i，V－C（h）i）l≧k  

のどちらかを満たすこと」である。   

本定理を利倒して領域最小拡大k－NA枝連結化問題の  

線形時間アルゴリズムを与える。まず必要な用語を  

定義しておく 

【定義】h一枝連結成分C（但しh≦k）が定理1の条件   

（1）（2）を共に満たさないとき、Cを不良成分と呼  

ぶ。その輿部分集合として不良成分を含まない   

様な不良成分を極小不良成分と呼ぶ。  

【補題1】任意の二つの異なる極目、不良成分をCl書，   

Cり■とすると、C，－∩（二2－＝≠が成立する。   

証明）c．■nc2ヰ・≠と仮定する。連結成分の定義   
からC▲つC；またはC：CCっでなければならない   

が、いずれの場合にもCl＊またはC，■の極小性に反  

する。（〕．E．D．  

1．はじめに 通信網の強度を評価するのに、交  

換機を節点に対応させてグラフにモデル化して連結  

度で評価するのが効果的である。しかしマルチメ  

ディアサービスを供給する通信網を考えると単純な  

グラフでは適切な評価ができない場合もある。そこ  

でグラフG＝（V，E）（但しVは節点集合で、Eは枝集  

合）に節点部分集合属X＝1VilVi⊆V，i＝1，2，・・・，lX［†を  

組合せ、領域グラフ（G，X）を考える〔り。各Viは領域と  

呼ばれる。そして領域グラフ上での節点と領域間の  

点（枝）連結度であるNA点（枝）連結度を考え、い  

くつかの性質を明らかにした‖‖4］。本稿では、七一  

NA枝連結でない領域グラフを与え、各領域に属する  

節点を最小数増加させることでk－NA枝連結化する問  

題を考え、固定したkに対し0（tEl＋】W＋L－）時間、k≦  

3に対して0（但巨L■）時間のアルゴリズムを与える。但  

しL■は出力に必要なデータ量である。この間題はマ  

ルチメディア網において、同一一のサービスを供給す  

るノード（サービスノード）を複数設置し、利用者  

はどれか一つのサービスノードにアクセスすればそ  

のサービスが受けられる様な場合において，、k箇所未  

満の任意の通信リンクの故障に対してサービスを保  

証するように、サービスノーードを増加する問題に適  

用できる。   

2．問題の定義  

【定義】G＝（V，E）を無向多重グラフ、Vを節点集合、   

Eを枝集合とするo Vの部分集合族X＝1VilVi⊆V，   

i＝1，2，・‥，lX11とグラフGの組合わせを領域グラフ   

と呼び（G，Ⅹ）で表す。各V．を領域と呼ぶ。グラフ   

G＝（V，E）のx∈VとW⊆V－（x）について、＞F⊆E   

（lFl≦k－1）をGより除去したグラフG－Fにおいて、   

xと∃y∈Wが連結である時、XとWはk－NA根連   

結であると言う。領域グラフ（G，Ⅹ）の∀x∈Vと   

∀Vi∈X（x∈V－V，）について、XとViがk－NA枝   

連結である時、（G，X）はk－NA枝連結であると言   

う。2つの節点部分集合Wl，．W2⊆Ⅴに村し、そ   

の両端点をW．とW2に一つずつもつ枝の集合を   

E（Wl，W2）であらわす0  
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【補選2】領域グラフ（G，Ⅹ）の極小不良成分をC（C2★，   

…，C；とする0∂・をV・nC；＝≠なる領域V・∈Xの JIJJl  

数とする。領域最小拡大k－NA枝連結化問題の解   

の目的関数値は少なくとも∑j＝】P∂jである0   

証明）定理1と補題1より明らか。Q．E．D．  

【補選3】領域グラフ（G，Ⅹ）の極小不良成分をCJC2－，   

…，C■とする。節点部分集合族ⅩI＝1Vi’li＝1，2， P   

…，聞I），Vi⊆Vi’が、各i＝1，2，‥・，抑こついて、   

Vinq■＝≠なる任意のC・一に対しtvi■nq■l＝1を満た J  

すとする。このとき（G，X一）は領域最′ト拡大k－NA  

枝連結化問題の実行可能解である。   

証明）定理1及び極′ト不良成分の定義から明ら  

か。Q．E．D．  

補題2、3より、補題3におけるⅩ■が得られれば、  

（G，X●）の目的関数値は∑j＝1P∂・となり最適解が得られ J  

たことになる。明らかにこのようなX■は常に存在  

し、しか’も極′ト不良成分を列挙することができれば  

Ⅹ●は容易に求められる。以下に示す手続きはこれを  

実現するアルゴリズムである。  

PrOCedureAUGMENT（G，X）  

begin  

lVi一‥＝Vi，i＝1・2，…，lXltするc  

2 ∀h∈11，2，…，kIに対し，h一枝連結成分1C（h）▲，C（h）2，・・・，  

．C（h）畑山）を作成する0  

3 各h一枝連結成分C（h）i，j＝1，2，…，k－1に含まれる（h＋l）一枝  

連結成分を列挙できるリストを作製する。  

4 各h一枝連結成分C（h）i，．j＝1，2，…，kに対し、   

FOndl（C（h）j）：＝0とする。  

5 doh＝ktoIstep－1  

6・dofor全てのh一枝連結成分C（h）j  

7   C（h）jに含まれる（h＋1）一枝連結成分のうち一つでも  

COndlの値がlであるならばcondl（C（h）j）＝1とするo  

8   汗C（h）iが条件（2）を満たしていないthen  

9   ifcondl（C（h）i）＝Othen  

lO  ifC（h），が条件（1）を満たしていないthen  

‖  C（h）．nVi●＝≠である全てのVi一に対し、・C（hL  

に含まれる任意の節点xを一つ選び、  

VJ＝V■∪（xIとする。 l  

】2  cond】（C（h）i）：＝】  

13  else  

14  condl（C（h）I）＝＝1  

】5  end汀；  

16  endif；  

17  endit、；  

18  enddo；  

19 enddo；  

20 Vi■，i＝l，2，‥・，lXlを出力して停止。  

eIld；  

h一枝連結成分C（h）jに含まれる（h＋1）一枝連結成分の  

うち～一つでも条件（1）を満たせば、C（h）jも条件（l）を満  

たすことを利用し、変数condlを使って条件（1）の判  

定時間を節約している。本手続きが領域最′ト拡大k－  

NA枝連結化問題の最適解を与えることは以前の議論  

から保証される。次に計算時間を見積もる。文献［4】  
より、0（閻）時間必要なアルゴリズムを前処理に適用  

することによって、それ以降はIEl＝0（klVl）とするこ  

とが出来る。また、第2行の実行時間は0（lE回Vl2＋  

lV［min（lEl，klV［jmin（k，lVtl）時間である［5］。第10行の  

条件（1）t7）判定は一度行えば、そのh一枝連結成分を含  

むh■一枝連結成分（二Il－＞h）に対しては第7行の操作に  

よりco11dlの値が1となるので、第10行は実行されな  

い。よって第IO～15行の実行に必要な計算時間はア  

ルゴリズム全体で0（1VI＋L’）時間（但しL一：＝∑i＝1■XllVi－I  

（≦lVllXりで、出力に必要なデータ量）。よって第  

3、′20行の実行は0（kIVl＋knlin（IEl，klVIl＋L一）時間。  

故阜こ本アルゴリズ 

0（lEl＋暮VI2＋L一＋nlin川計kIVIimin（klVl，k＋］VI2†））時間と  

なり1固定したkに対し0（剛・lVl2十L’）時間である。但  

しk≦3に対しではk一枝連結成分が線形時間で作成で  

きる附ことを利用すれば、k≦3に対しては0（lE什L’）  

時間、すなわち線形時間となる。  
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