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whichhavevastheirinitial（terminal）ver－  

tices．GivenN，themarimumPowprobZem  

（MF）isasfo1lows‥  

1．Introduction   

D．K．WagnerandH．WanCOnSideredthe  

maximumk－PowprobZemoffindingamax－  
imumk－flowdetermirunghowmucharcca－  
pacity to purchase for each arc and how 

much且owtosendsoastomaximizethenet  
profit，Wherethecapacityofanyarccanbe  

increasedataper－unitcostandeveryunitof  

且owsent丘omthesourcetothesinkyields  
apqyo仔k．Here，WeCOnSiderthemaximum  

balancedk－PowprobZemoffinding amaxi－  

mumk－flowinanetworkwithan additional  

constraintdescribedintermsofabalanclng  

ratefunction．VVe show that the maximum  

balanCedk一且owproblemcanberegardedas  
ageneralizationofthemaximumbalanced  

flowproblem，prOVidedthatalloftheinput  

dataare rational．  

2．Maximum balanced k－fiows   

Wt denote the sets of reals and of non－  

negativerealsbyRandR＋・LetG＝（叫A）  

beadirectedgraphwithavertexsetVand  

anarcsetA．W占usex（T）≡∑帽TX（i）for  

afunction x on A and T⊆A．Consider  

〃＝（G＝（VA），叫β＋，β‾），、Vhereu：A→  

R＋－（0）iscapacityfunctiononA，ands＋  

ands‾（s＋≠s，）arethesourceandthe  

sinkofN．Forafunctionf：A→R，define  

tbeゐ0むれ血ry∂J：Ⅴ→Roりby  

∂J（り）≡∑。∈れJ（α）－∑。∈∂－〟（α），V∈V  

Where6＋v（6‾v）is the set of arcsin G  

（MF）：MaximizevalN（f）s．t．  

∂J（u）＝0，  U∈Ⅴ－（5＋，β‾），  

0≦J（α）≦u（α），  α∈A，  

wherefsatisfying（1）isaPowinNofβow  
肌止㍑Ⅴ山（′）≡∂′（β＋）．A且ow′isノeαβ盲抽  

iffsatisfies（2）．Afeasible丑owfmaximiz－  

ingvalN（f）isamarimum丑owinN・For  
g⊂Vsuchthatβ＋∈gandβ‾∈Ⅴ－g，  

∬（g）≡（（叫U）∈A：u∈g，り∈Ⅴ－g）  

isac加古ofG．TheuαJ祝eOfacut∬（g）in  

〃isγ（∬（5））≡∑。∈叩）u（α）・Am抗わⅧm  

CutisacutminimlZlngthevalue・Givena  
balancinratefunctionα：A→R・－（0），  

themαご3m剋m占αJαれCedβ0ひprOゐJem（MBfり  

in〃1＝（G＝（ⅥA），叫α；β＋，β－）is‥  

（MBF）：MaximizevalNl（f）s．t．（1），（2）and  

J（α）≦α（α）Ⅴ山1（J），α∈A・   （3）  

A且owfsatis矩ng（3）isbalancedinNl・A  

缶asiblebalanCedAowfmaximizingvalNl（f）  

is a marimum balancedflowin Nl．Given  

integralcostfunctionc：A→R＋andan  
integerk＞0，WangerandWan（【1］）dis－  

cussedthemwimumkTPowproblem（MF）；  
in蝿＝（G＝（VIA），u，C，k；S＋，S．）defined  

a5払mows：   

（MF）；‥MaximizevalN，（k，C，f）≡kvalNi（f）  

－∑。∈AC（α）max（J（α）－u（α），0）s．t．（1），  
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y＊＝u（∬1（ち・））／（1－α（∬2（ち・））），（8）  

whereK（S；：）（K（S；・））isaminimumcut  

inN；：（Ny・）・Notethaty：（y＊）isthe  

丑ow value ofa maximum balanced丑owin  

〃f＝（G＝（VA），朋‘，α；β＋，β‾）（〃1）・Let  

r≡II。∈A77（a），andthefo1lowingtwolem－  

masholds．   

Lemmal：Leic（a）＞Cl≡lAIr（d∈＾）  

α乃dJごあeαmαエ盲mむmゐαJ∽Cedβ0ひわl昭・  

me乃ひeんαγey＊＞val〃。（1，C，芳）げ   

y＊≧“（∬1（ち；））／（1－α（∬2（ち；））い真書雲  

Lemma2：Letumax＝maXa∈Au（a）and  
c（α）＞G≡Cl（ClrUmax＋1）わ∈Aノ・me乃  

ひeんαUey＊＞Ⅴ山。（1，C，芳）げ   

y＊＜u（∬1（ち；））／（1－α（∬2（ち；）））・巨重量  

ConsidernetworkN3，Wherec（a）＞C2for  

each a∈A．Letムbeany balancedl－  

丑owin爪．Fromc＞O and（4）wehave  

ム（a）≦α（a）valN，（ム），Whichimpliesthatfl  

isabalanced丑owinNl．Define∈by  

∈（α）＝〈；1（。卜u（。）（慧許）），  
Then ムis a f占asible balanced 且owin  

Nf・Fromthis，We have valNi（1，C，ム）≦  

Vd呵（芳）・Fromval〃J（ム）≦val〃。（だ），We  

hⅣeVd勅（1，C，ム）≦vd碕（1，C，ガ）．From  

lemmasland2，WehavevalN．（1，C，ム）＜y＊・  

Hencewehavethefo1lowlngtheorem．  

Theorem3：memα∬五mむm∂αJα乃Cedl－βot〟  

pγ0ゐJem cαれ∂eγ甲αrdedαβαge乃eγαJ五zα苦言0乃  

小んemα∬盲m鮎mゐαねれCedβ0ひprOムJe”－∴……王室  
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A 丑ow fis a kJ70Win N2． A k－  

Aow fmaximizingvalN，（k，C，f）is a mar－  

imum k一且owin N2．Given N3＝（G＝  

（隼A），u，α，C，k；S＋，S‾），COnSider the ma3i－  

m剋mゐαんmcedた－β0ひ叩ろJem（MBF）；de一  

五ned asfo1lows：   

（MBF）；：M鋸止m昆evd勅（ん，C，J）s．t．（1），  

0≦J（α）≦α（α）Ⅴ山一（た，C，J），α∈A，（4）  

AAowfsati㊥ing（4）isabalancedk－Pow  
in N3．A balanced k一且ow f maximizing  

ValN．（k，C，f）isama3imumbalanCedk－flow  

inN3．W占introduceaparametricproblem  

（MF），Of〃y＝（G＝（竹A），α，叫β＋，β‾，y）  

withparametery．  

（MF）y：MaximizevalN，（f）s・t・（1）and  

O≦J（α）≦血n（u（α），α（α）y），α∈A．（5）  

Let K（ち・）beaminimumcutin Nyland  
∬1（み）＝（α∈∬（ち′）：u（α）≦α（α）y′）払r  

afiⅩedvaluey＝yJ・Lety＊＝maXiy／：yJ＝  

ValN，，（h，）），WhereムJ3eisamaximumAow  

inNyl・Thenwehave  

y＊＝u（∬1（ち・））／（1－α（∬2（ち・）），  （6）  

WheIe∬2（ち・）＝∬（ち－卜∬1（ち・）．   

3．Analysisonrationaldata   

W占show that problem（MBF）；can be  

regarded a5 a generalization of problem  

（MBF），prOVidedthatallofthegivendata  

are rational．Wb ぉsume that uisinte＿  

gralandα（α）＝qα）／り（α）（α∈A）仏工  

SOmepOSitiveintegers（（a）andll（a）・Let  

u＜（a）…u（a）＋e（a）forgivennonnegative  

realnumbersE（a）（a∈A）．Thentheoptimal  

Vdueyご（y＊）in愕＝（G，u‘，α；β＋，β‾，y）（  

〃y）isgivenby  

y：＝u‘（∬1（ち；））／（トα（∬2（ち；））），（7）  
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